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A mes enfants, Victor et Svetlana, pour qu’ils se souviennent du temps passé...
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bavard qui a pu raconter nimporte quoi. Dessin de mon oncle Jean-Marc Tremsal. Les illustrations du livre ont
été réalisées avec le logiciel GeoGebra.
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PREFACE

En juillet 2020, mon ami et fidele lecteur Guillaume Bardou m’écrivait ce petit mot : « Je prépare quelque
chose, mais il faut beaucoup de temps. »

De fait, il avait décidé de se plonger, en autodidacte, dans les mathématiques, et en excellent plongeur de
compétition qu'il est par ailleurs, il a artistiquement effectué le grand saut dans I'océan de formules du calcul
vectoriel.

Prés de deux ans plus tard, je recevais ce tres volumineux manuscrit, fruit d'un époustouflant travail au titre
étrange et intrigant de Polymixte Envoiiteur. Certes, peu de lecteurs pourront en suivre les détails, mais la
n’est pas I'important. Si ces pages n’apporteront rien aux mathématiques déja existantes, elles révelent « le
poids des actes », pour reprendre le titre d'un beau et profond texte que Guillaume m’avait dédicacé en 2012,
en l'occurrence 'extraordinaire volonté et le désir de comprendre dont Guillaume a toujours fait preuve
dans toutes ses activités. Comme il me I’écrivait encore récemment, il souhaite « laisser une trace de quelque
chose de bien fait, le temps que durent les traces ».

Au-dela des formules que d’aucuns trouveront arides, pour ne pas dire ésotériques, j'invite vivement le
lecteur a explorer les derniéres pages faisant état des pensées, émotions et sentiments qui ont assailli leur
auteur durant ce long processus de maturation ressemblant a un rituel d’initiation.

Jean-Pierre Luminet, juillet 2022
Notes :

Jean-Pierre Luminet, né le 3 juin 1951 a Cavaillon, est un astrophysicien, conférencier, écrivain et poete francais,
spécialiste de réputation internationale des trous noirs et de la cosmologie. Il est directeur de recherche au CNRS,
membre du Laboratoire d'astrophysique de Marseille, aprés avoir été longuement membre du Laboratoire Univers
et Théories de l'observatoire de Paris-Meudon, auquel il reste affilié. 1l est également chercheur associé au Centre
de Physique Théorique de Marseille. Membre de plusieurs académies et sociétés savantes, il est lauréat de
nombreux prix, notamment le Prix Européen de la Communication Scientifique 2007, le prix Kalinga et la médaille
Einstein de I'UNESCO en 2021. L'astéroide (5523) Luminet, découverte a I'observatoire Palomar en 1991, porte
son nom en hommage a ses travaux. De par ses activités de poéte, essayiste, romancier et scénariste, dans une
ceuvre voulant lier science, histoire, musique et art, il est également Officier des Arts et des Lettres. Il a publié (et
il continue d’écrire) une quinzaine d’essais, sept romans et sept recueils de poemes, traduits en une douzaine de
langues, ainsi que des CD, des DVD et des documentaires pour la télévision. Il est aussi musicien, graveur et
sculpteur. Il a collaboré avec des compositeurs comme Gérard Grisey, Héctor Parra, Régis Campo ou Karol Beffa.

kk*k

Vers 13h, ce 03/08, au sortir de la piscine de Champigny-sur-Marne, cette conversation avec mes amis plongeurs
Didier et Marc :

- Au fait, je vous ai dit que mon ami [’astrophysicien m’a écrit une préface pour mon livre ?

- Oui, tu nous [’as dit

- Ehbien, il a dit quelque chose qui ne me plait pas trop...

- Ah?

- QOui, parmi un tas de choses tres bien, il a dit que j étais un excellent plongeur de compétition, et ¢a, c’est
faux...

Et mes amis partent d’un bon rire et je vois la clarté de leurs esprits répondre a ma candeur en cette circonstance
bénie. Si j ai pu montrer quelques vidéos de plongeons pas trop mal faits, je n’ai jusqu’a ce jour jamais brillé dans
les particularités des compétitions.
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Notre santé mentale dépend de notre
approche de ce qui dépasse I'humain et
de notre fagon d'appréhender ce reéel
voilé. Le jeu des possibles a cet égard,
doit comprendre des faits qui puissent
s'ordonner dans un ensemble qui fait
sens. Loin des mystiques et des
témoignages faciles inventés ou non,
"le sens de la vie", n'est-il pas, par une
belle anagramme, "L'éveil des anes" ?

Michel Ligner

An equation for me has no meaning,
unless it expresses a thought of God

Srinivasa Ramanujan

Introduction

Je n’ai en mathématiques a ce jour ni appréciations extérieures ni diplémes spécialisés, et j’ai probablement
raconté quelques bétises dans I'étude qui suit, quoique je ne me sois permis d’ignorer consciemment aucune
erreur. Je me suis engagé il y a environ deux ans dans la tentative de répondre a une question que je me
posais : est-ce qu'un produit vectoriel est toujours orthogonal aux vecteurs en produits dans un repére non
orthonormé ? Je n’avais alors aucune idée des réponses que j’allais pouvoir me donner, de celles que je finirai
par produire, des autres questions que j'allais me poser, de tous mes blocages désespérés et de tous mes
triomphes passagers. Il m’'a semblé avoir remonté inlassablement le rocher de Sisyphe au sommet de la
colline des espérances pour le voir dévaler dans les faux problémes que pose le langage, ou avoir fait et défait
interminablement la tapisserie de Pénélope attendant le retour d’Ulysse. J'ai quand méme réussi a faire
remonter, comme une surprise a la surface de ma conscience, un peu de I'esprit de liberté enfoui en ma
personne. Etant ainsi motivé par une bonne raison dans un effort personnel librement consenti, je pouvais
comprendre ce que j’aurai eu du mal a apprendre.

Je me suis nourri de culture aux moments possibles, c’est a dire quand je pouvais comprendre ce que je lisais,
toujours un peu effrayé de trouver des réponses que je ne comprendrai pas aux questions que je me posais.
Ces questions me guidaient avec prééminence, moi désiré seul devant elles. J’ai trouvé ma joie a agir dans
mon espace intérieur, dans ces zones opaques et transparentes pour créer, peiner, trouver, détruire et
reconstruire. Ce fut quelque chose de plus complexe qu'un simple processus autodidacte d’épuration des
idées, cela m'a mené a penser que les regles et les méthodes mathématiques et les buts de la pensée
pouvaient changer en moi sans avoir été faux. Du moment qu’une totalité logique était constituée, les régles,
méthodes, buts étaient vrais car de vérité fondée sur une interdépendance relative, pas sur la croyance d'un
de leurs aspects figés. Je pense que c’est vrai pour toutes les autres sortes de totalités, qu’'on appelle aussi
accomplissements personnels. Enfin, dirai-je, la petite voix intérieure du faux probléme qui disait « c’est
comme ¢a », sans voir 'au-dela de la certitude, cette petite voix du monothéiste réfutant le polythéiste, mais
aussi celle du polythéiste réfutant le monothéiste laissa place a une évolution.

Je ne suis pas différent dans I'action de I'escargot marin, qui construit une coquille gé¢ométrique qu'il ne voit
pas, ou encore de la courbure du cristallin d'un ceil, pour la vision qu’elle ne pense pas. Je suis activité
combinatoire dans la temporalité. Mais je vois ce que je contiens, tout ce que je contiens est mon décor et la
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place de mon corps. Et j’évolue pour devenir un grand voyageur. Je suis I'action de celui qui me contient si
nous sommes d’accord. Son décor est ma matérialité, mes sentiments, et il peut voir ma combinatoire s’étaler
dans la durée. IIs ne sont pas terrestres, ce sont des conteneurs, des dieux ou des envotteurs. Par I'évolution
nous accentuons la formation de nos consciences avec les corps des autres, et a un niveau supérieur les
déplacements instantanés ne peuvent étre que la regle et la joie de I'Univers.

Celui qui cherche a apprendre quelque chose se parle a lui-méme, il peut paraitre donner une legon, mais
c’est a lui qu'il parle. Il y a entre celui qui parle et celui qui écoute une ressemblance et une distance dans
I'univers des possibles. Le résultat est un compromis. Je n'ai pas cherché a gommer ce compromis avec |'autre
et moi-méme derriere des équations exposées sans aucune explication, quoique j'observe une tendance a
évacuer de la présentation du texte mathématique tout ce qui ressort de la spéculation propre au langage de
mots. D’'un point de vue autre, mon ouvrage n’apporte aux mathématiques rien de nouveau : je n’ai fait que
passer et repasser méthodiquement sur les écritures existantes pour les voir plus grandes. Mon ouvrage est
davantage I'ceuvre d’'un blicheron que celle d’un artiste ébéniste, mais j'avais besoin de voir la forét, de la
mesurer de mon pas.

Kk

Que mon éventuel lecteur ne s’égare pas dans les alourdissements non utiles aux mathématiques dont cet
ouvrage est sans doute parsemé, et qui se présentent comme des lecons malheureuses. Je lui souhaite la libre
jouissance de son intelligence pour qu’il trouve son chemin ici ou ailleurs, dans le fait inévitablement
complexe de son existence.

Mon étude est d’'un niveau inqualifiable parce qu’elle dépasse I'objet qu’elle étudie : j’ai cherché tout seul,
trop seul peut-étre, mais je trouve a mon ceuvre du charme comme peut étre charmant tout acte réalisé avec
passion par soi-méme, avec rigueur et honnéteté, dans son décor changeant de douleurs et de joies
physiques, de petitesses et de grandeurs morales.
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Chapitre 1

MODELE DE MESURES D’ANGLE
DANS LOBJET (0; i; J; k)
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1.1 Généralités

J'ai écrit ce chapitre au début de mes réflexions, c’est pourquoi il utilise une notation satisfaisante pour
'espace euclidien (notations comme 7; J; k; ...) mais impropre a présenter clairement les espaces de
dimensions supérieures (notations comme ey ;ey;es;...). Il est évident que le livre est lui-méme une
chronologie de pensées retravaillées, et si j'ai fait tout ce que je pouvais pour conserver seulement ce qui me
parait juste, je n’ai pas souhaité effacer les buts et les méthodes non faux mais imparfaits, témoignant de
cette chronologie et de mon humanité.

On définit dans ce chapitre I'étude logique portant sur I'objet (0;7;J; E), triedre géométrique de cotés égaux
identifiés par des vecteurs unitaires 7;J;k de normes égales a 1, ainsi que de longueurs apparentes

identiques. On utilise les notations et définitions suivantes pour un triplet de vecteurs unitaires 7;J ; k
(chacun non nul) :

(0;7;7; k) 3D estunvolume 1#0
(0;7;7; k) 2D estun plan ]:;tO
(0; 7;J; k) 1D est une droite k+0

(0; 7;J) 2D estun plan

(0;7; k) 2D estun plan

(0; k; 7) 2D estun plan

(0; 7; J) 1D est une droite

O;7; E) 1D est une
droite

(0;k;7) 1D est une

droite

(0; T) 1D estune droite

(0; ) 1D estune droite

(0; E) 1D est une droite

Sile nombre des dimensions n’est pas mentionné, 'objet n’est pas précisé. Au chapitre 2, on reprendra cette
- 7 . Y /4 7 =
classification pour étudier les cas ou I'objet (0; 7; J; k) peut servir de repére de coordonnées cartésiennes.

Dans ce chapitre I'étude cherche a donner dans chaque plan de I'objet (0;7;J; E) des mesures orientées
d’angles qui restent cohérentes entre elles dans toutes les transformations possibles de I'objet. Ce respect
d’orientation pouvant se résumer a ce que les lectures intuitives et visuelles (du premier objet nommé au
second) des mesures des angles géométriques (mesures principales d’angles saillants) entre tous les
vecteurs de chaque plan de l'espace euclidien soient de signes contraires pour les lectures allant en sens
contraires, et de signes identiques pour les lectures allant en sens identiques, et bien siir de valeurs exactes
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dans toutes les transformations. Dans ces cas, les comparaisons des signes des sinus des angles doivent
s’accorder a ces observations, puisque les orientations relatives d’angles entre eux restent contraires ou
identiques indépendamment du point de vue de I'observateur qui les compare dans I'espace (méme si les
sens s'inversent selon le point de vue).

On donne en annexe un programme informatique construit sur cette étude et automatisant ces opérations.

Il existe plusieurs modeles possibles de mesures d’angle. A mon sens, les moins bons exigent davantage
d’équations pour justifier les cas particuliers. Et s’il y a trop d’équations exceptionnelles, ce n’est plus des
mathématiques, bien que cela y ressemble. Le modéle que nous avons retenu est assez simple. Il témoigne
du choix d’une référence logique a un plan (icile plan (0; 7; ). On donne en annexe une justification du choix
de la référence logique aux mesures de (0;7;j)2D.

On définit les paramétres suivants :

Dans le repére du plan (0;7;J ) la mesure de I'angle (7,]) est un parameétre libre. Lobservateur donne, a un
écart angulaire allant d'un premier objet nommé suivi d’'un second, une mesure algébrique arbitraire que
I'on peut ramener par congruence dans 'intervalle de mesure principale | — 7 ; «] . Il suffit ainsi de choisir
une mesure de sin(7,J) pour donner ipso facto une orientation au repére du plan (0;7;]), premier plan
étudié dans l'ordre de I'étude.

Note : On peut élargir les informations contenues dans sin(,J) en écrivant sin(i,]) = b,. 3 |sin(i,])| , ou
l"opérateur s, caractérise ['orientation d’un espace 2D et &, caractérise ['orientation de [’angle formé sur 2

vecteurs voir en annexe « Angles et coordonnées » ou « Permutations de vecteurs et orientations d’objets ». Plus
généralement un ordre d’énumération de m vecteurs composant un objet prend au choix la valeur §_ =1 ou
§,, = —1, mais chaque permutation de vecteurs dans cet ordre en change le signe. Dans le plan, la mesure d'un
écart angulaire suffit a orienter tout le plan (plus exactement un repére du plan dans lequel on fait des mesures)
puisque toutes les mesures d’angle s’y réferent et permettent de donner des résultats cohérents aux équations.
Cependant une telle propriété n’est que conséquence d’un énoncé conceptuel plus profond.

Si I'observateur a choisi k non orthogonal au plan (0;7;]), on lui demande de donner des mesures des
angles (7, OF ) et 3 :

(j’, O_F)) est I'angle que fait le vecteur j avec la projection orthogonale F du point K du vecteur k = OK dans
le plan (0;7;J). Lobservateur lui donne une mesure dans I’ensemble des nombres réels, que 'on peut
ramener par congruence dans 'intervalle de mesure principale | — 7 ; 7] . Cette valeur est contrainte par le
modele dans le cas ou sin(7,J) = 0.

o= (ﬁ, E) est I'angle que fait le vecteur OF avec le vecteur k = OK dans le plan (0; OF; k ) L'observateur

. . . Y T
lui donne une mesure que I'on peut situer par congruence dans l'intervalle de mesure | — Py [

Sil'observateur a choisi k orthogonal au plan (0;7; ), le point F est confondu en O, et les angles comprenant
le vecteur OF ne sont pas définissables. Dans ce cas on demande a I'observateur de choisir un signe pour
(f, E) =+ ;ﬂ afin de poursuivre les calculs de I'étude.

Autres choses :

Je me suis inventé le signe X pour la notation du produit scalaire.

Je me suis inventé les termes « directoide » et « indirectoide » pour signifier I'orientation grossiérement
directe ou indirecte d’'une base de trois vecteurs, donnée par la méthode des trois doigts (dans ces cas trés
flexibles). De telles orientations sont indépendantes du choix d’une orientation de I'espace par la méme

méthode pour des vecteurs orthogonaux aux vecteurs mis en produit vectoriel.

J'appelle «variable » une mesure ou une appréciation déduite des parametres par une équation, et
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« parametre » une mesure ou une appréciation initiale.

J'ai un peu personnalisé la notation usuelle pour les jeux d’écritures dans 'espace nD. Elle doit certainement
ressembler a quelque chose d’existant. Comme elle provient de la synthése de ce que j’ai pu comprendre
dans I'espace euclidien, je 'ai nommée « notation synthétique ».

Je n’utilise pas le point (.) pour figurer la multiplication des matrices. Je pense méme qu’il est abusif de parler
de multiplication pour ce qui semble un arrangement de sommes et de produits dans un tableau, et dont le
résultat me parait devoir se distinguer du calcul arithmétique. J'utilise donc le symbole (. +) :

Uy Uy A, M, Wy My
(uy vy) -+ (Av M ) B (Wy my)

Ce qui est une facon compacte et économique en symboles de présenter et réaliser les calculs d'un systéme
de quatre équations a quatre inconnues A;; A,; i ; i,

{Wx :)\u.ux+7xv.vx}
wy =AUy, +4,.0y

{mx = M, Uy +,uv.vx}
my,=u U, +u.0,

1.2 Angles étudiés

La figure ci-dessus extraite de l'utilisation du logiciel « GeoGebra» est une présentation de l'objet
(0;%7; E) ou l'ordinateur permet de faire varier I'écartement des vecteurs 7 et j dans le plan (O ;7;)) fixe et
coloré en gris, alors que le vecteur k est libre d’étre bougé dans toutes les directions de I'espace, faisant
varier les inclinaisons des plans (0 ;J; E) et (0; k; 7). Ce faisant, toutes les configurations spatiales de
'objet (0; .7 E) sont observables avec les transformations de cette figure. C’'est donc a partir de cette

présentation qu'il est suffisant de raisonner, puisqu’on a choisi de construire un modele en référence logique
aux mesures de (0 ;7;J)2DoulD.
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L’orthogonalité du vecteur k au plan (0;7;J) ou ala droite (0I]) est une donnée empirique, c’est-a-dire
qu’elle prend une valeur d’axiome en ce sens ou elle se situe au point de départ du jugement de I'observateur,
et ce point de départ est fait de perception sensitive. Prise dans le champ d’une autre étude, 'orthogonalité
peut perdre sa valeur d’axiome et étre définie par un autre point de départ du jugement ; dans ce cas elle
devient conditionnée a d’autres axiomes.

Dans cette étude, 'orthogonalité du vecteur k au plan (0 ;7;]) ou aladroite (0I]) est notée :
[k L (0;7;7)2DoulD] ou [k'non L (0;7;j)2DoulD]

Cela concerne les équations qui sont valables dans cette condition indifférenciée. Mais si on spécifie kL
(0;7;7)1D ou bien knon L (0;7;7)1D, cela exclut I'existence du plan (0 ;7;J ), et 'objet (0; LT l_c)) esten
deux dimensions. De méme k L (0;7;7)2D ou knon 1 (0;7;7)2D est une abstraction qui sous-entend
(0; U7 E)3D.

Le point F est le projeté orthogonal du point A'dans (0 ;7;J)2DoulD tel que FK = siné.

Le point Gest le projeté orthogonal du point /dans (0 ; J; k )2DoulD, tel que GI = siny.

Le point Z est le projeté orthogonal du point /dans (0; k; 1)2DoulD, tel que ZJ] = sinu.

Ces considérations géométriques impliquent que 3 = (OF, k), y = (0G ,7), u = (0Z ,}) ne sont jamais des
angles dont les mesures géométriques soient supérieures ou égales a I'angle droit. Leurs cosinus sont donc
strictement positifs.

T _(0C ¢ T n (07 .7 r ©_ .0 _T
—5<r=(06,1)<5 ;—5<u=(0Z,])<5 ;-5 <3 =(0Fk) <73

_T[<(]_:0—G))S 7T;_T[<(I_{),0—G))S 7'[;—7'[<(E'0—Z))S T[;_T[<(?,O_Z))S T
_T[<(j),l_C))S T[;—T[<(I_C),f)s T[;_T[<(j),ﬁ),£ T[;—T[<(?,D,S T

Les angles 3’ et (7,]) sont les parametres redéfinis en variables par les équations du modéle.

1.3 Conditions sur les parameétres
k 1(0;7;7)2D © sin(,]) £ 0

Les points F et O sont confondus, OF =0 eton ne peut pas donner de mesures d’angle avec ce vecteur. On
demandera donc a I'observateur de donner lui-méme une mesure aux angles (f, E) et (E, T). Ces angles ne
pouvant pas se trouver dans un méme plan, la liberté de leurs mesures est compatible avec le modele.

—_— =

—T<(@@j)#0 <7 ; = (0F k)= indéfini ; (j,OF) = indéfini
Nt (R =4
(’k)_iz ’(k’l)_i_z
kKL@;;)1De sin(i)) =0

Les points F et O sont confondus, OF =0 eton ne peut pas donner de mesures d’angle avec ce vecteur. On
demandera donc a I'observateur de donner lui-méme une mesure a 'angle (f, ﬁ) L’angle (E, T) étant dans le
méme plan que (f, E) doit suivre I'orientation du plan (O;f; I_E) donnée par le signe de sin(f, E) Sa mesure
ne fait donc plus I'objet d'un libre choix.

(L)) =0mod.m ; § = (OF, k) = indéfini ; (j,0F) = indéfini
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—
)
&
N—/
I
H
S

% non 1 (0;7;7)2D & sin(i,]) # 0

La seule restriction estici (7, J) # 0 mod.m, comme mesure implicite équivalente a I'existence du plan
O0;T;7).

- . T 7 T[. > Ap
—T< @) £0 <7; _E<5=(ﬁ'k)<7 ; —m<(j0F)s™

kekok

% non 1 0;1;))1IDe sin(i,)) =0

La seule restriction est ici (7,7) = 0 mod.m, comme mesure implicite équivalente a I'existence de la droite

O1D).

- T — = T > o0
@) =0mod.w; ——><5=(0F,k)<7 ; (JOF)=0mod.®
1.4 Quelques définitions logiques suffisantes aux nombres de dimensions de I'objet (0; T; J; 75)
(0;T7; §)3D

sin(@,]).sind# 0 OU k L (0;7;7)2D

Dans le cas ou (0 LT I_c))BD est orthonormé les angles +y et x sont aussi indéfinis. Les vecteurs unitaires sont
déja tous de normes 1, et les trois plans sont alors orthogonaux entre eux.

(0; iJ; TC))ZD

[sin(i,]) # 0 ET sind = 0] OU [sin(i,]) = 0 et sind # 0] OU kL (0;7;7)1D
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Fig.1: Sisin(i,]) # 0, 1'objet (0;?;f; E) peut exister en 2 dimensions par sind = 0. Dans ce cas le plan
757)

N

(O;f; E) se couche sur le plan (0;7;J) et les points F et K sont systématiquement confondus. Le domaine

de définition de d est alors & = 0.

Fig.2: Le point F défini comme le projeté orthogonal du point A dans (0 ;7;])2DoulD devient une
projection orthogonale dans la droite (0I]) seulement si sin(z,J) = 0. Dans ce cas le plan (O;f; I_c))ZD contient
(0;7;7)1D, et les points F et K ne sont occasionnellement confondus que pour & = 0. Le domaine de

J T T — = T
définition de d est -5 <d= (op,k) <5.
Fig.3 : d estindéfini car F et O sont confondus, mais I'objet (0 E E) se visualise toujours en 2 dimensions.

On tient les mémes raisonnements pour les domaines de définition de y et w, selon les valeurs données a
sin(J, k) et sin(k,7) par les paramétres.

Si on n’avait pas modélisé les choses ainsi, pour sin(Z, j) = 0, on aurait brusquement une mesure de 3 mise
a zéro, k ferait I'angle nul ou plat avec la droite (OI]), on aurait un passage de (0;%7; E)3D a(o;tr; E)lD,
etla dimension deux ne pourrait pas exister, ce qui est manifestement incompatible avec ce que montre une
distribution possible des vecteurs dans la Fig. 2.

(0 LT 7()) 1D

sin(,J) =0 ET sin6=0

ZF
JK
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La figure ci-dessus donne la distribution des points pour (z,J) = 7. Il ne s’agit pas la des seules conditions
logiques décrivant I'objet, mais elles sont suffisantes. Comme autres définitions logiques de (0; LT l_c))BD ,
on aurait pu mentionner :

sin(j, k).siny# 0 0U T L (0;];k )2D
sin(k,7).sinu#0 OU T L (0;k;7)2D

On remarque que dans tous les cas ou 6, v, u sont définis, on a les implications suivantes :

sin(i,)).sind# 0 _ =) sin(f, I_c)).sinyqt 0 _ s sin(l_c), i’).sin,u 0= (O;Z’;j’; I_é)3D
knonl(0;1;j)2D knonl(0;1;j)2D
Tnonl(0;j;k)2D Tnonl(0;j;k)2D
jmonL(o -k ;1)2D jmoniL(0 -k ;0)2D
Et aussi:

[k 1 (0;7;7)2D out 1 (0;7;k)2D ouj 1 (0;k;7)2D] = (0;%;j;k)3D
1.5 Conditions d’orthogonalité des plans dans I'objet (0; T; J; ﬁ)

On liste ci-dessous un choix de conditions d’orthogonalité des plans de I'objet (0 LT E) suffisantes aI’étude.
Elles se déduisent toutes du choix des parametres.

L’opérateur « NON » définit un jeu de mesures ou d’appréciation ne correspondant pas a ce qui est écrit dans
les parenthéses, applicable dans un programme informatique par un simple processus de comparaison au
cas par cas. On peut donc lister :

k 1 (0;7; )2DoulD < Perception empirique au début de I'étude
Définition contraire :
knon L (0; 7; J)2DoulD < Perception empirique au début de I'étude

*

. [ (sin(j;0F) =0 oU [k L (0;7;])2DoulD])
U 1(0;7;k )2DoulD & 0G =0 ET
cos(,)) =0

Définition contraire :

(sin(f,ﬁ) =0 OU [E) 1l (0;_1');7)2D0u1D])

tnon 1 (0;j;k ) 2DoulD €06 # 0 NON ET
COSGD =0

*

. L (sin(Z,0F) =0 0U [k L (0;7;])2DoulD])
7 1(0;k;7)2DoulD & 0Z =0 ET
cos(1,j) =0
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Définition contraire :
sin(i0F) =0 ou [k L (0;1;7)2DoulD))

fnonL(O;E;?) OU (0K1)=0Z # 0&NON ET
COSGD =0

ES

(sin(7,06) =0 0U |7 L (0;];k)2DoutD|)
ET
cos(J, E) =0

k 1(0;7;7)2DoulD & OF =0 ©

(k L(0;7;7)1D = sin(L,)) =0 )
Définitions contraires :
sin(7,06) =0 ou [? 1 (0;7;2)2Dou1n])

ET
cosG, ic)) =0

knon L (0;7;])2DoulD <0F # 0&NON

*

(0;?;*;1_5)3D0rthonormé ©0F=06=0Z=0

Définition contraire :

—

(0;7;7;k )3D non ortho. & NON(OF = 0G = 0Z = 0)

Note : dans le programme informatique, on utilise la variable "korto" telle que :

knon L (0;7;7)2DoulD < korto =0 ;F(O;f;f)ZDoulD o korto =1

On ne distingue pas par exemple le cas knon L (0;7;7)2D du cas knon L (0;7;7)1D, comme on pourrait le

faire dans [’étude par purisme, car ce n’est pas nécessaire : la condition logique OU est exclusive et les équations
sont suffisamment conditionnées pour décrirve la réalite géométrique sous-jacente.

Par exemple, (0; T E) 3D est décrit par :

—

sin(i,)).sind# 0 OU k 1 (0;7;7)2D
Dans le programme informatique, on le décrit avec E}(O; U;7)2DoulD < korto =1 par :

sin(,]).sind # 0 OU [korto = 1 ET sin(i,]) # 0]

*%

1.6 Calculs des angles (i, OF), (. k), (k, ), (i.))’

Détermination de I'angle (7, ﬁ)

- < (?,ﬁ) <7
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On mesure (i’, ﬁ) suivant l'orientation de (0; 7; J)2DoulD a l'aide des identités appliquées a une somme
d’angles : (7, 5?) =@+ (f,ﬁl_f)) :

cos(T, ﬁ) . =

_)1 _);ﬁ — Si _)’ .SL "’ﬁ
knonL1(0;i;j )2DoulD cos (i, j)cos(J, OF ) — sin(Z, J). sin(j, OF )

sin(T, ﬁ) .

= sin(@, ). cos(J, OF) + cos(L, J). sin(j, OF)
k nonJ.(O;i;

=

')2Dou1D

(i, OF ) n’est pas défini quand (7, OF ) n’est pas défini pour k L (0;7;7)2DoulD:

->’ ﬁ.’ — g d 2 /oo o
COS(l ) FnonJ_(O;-l’ ;1 )ZDoulD i eflnl
g ->’ ﬁ.’ — . d T
Sln(l ) Fnonl(O;-i';-’ )ZDoulD " Eflnl

- 3

Détermination de I'angle (7, k)

—n< (k)< m

Etudeducask L (0;7;7)2DoulD:

Dans ce cas F est confondu en O, les angles 8 = (ﬁ, E), (i’, ﬁ). (j’,ﬁ) ne sont pas définis et I'observateur
fixe lui-méme une mesure :

-

g T T . ,
(], k) _ = — ou —— (choix de 'observateur)
k' L(0;T;7)2DoulD 2 2

On adonc:
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sin(f, E) .= + 1 (choix de 'observateur)
k'1(0;i;j )2DoulD

0

_)’ E
0s(j. k) k'1(0;i;j )2DoulD

Etude du cas k non L (0; 7;7)2DoulD:

La condition de non-orthogonalité de k a (0;7;7)2DoulD est précisée implicitement par la présence de

I'angle 6 dans les équations et I'existence de OF # 0. On a alors de facon implicite cosd # 0 et le point F
distinct du point O sur les figures.

Etude du cas sin(j,OF ) # 0 etk non L (0;7;])2DoulD:

Avec H défini comme le projeté orthogonal du point F sur la droite (0OJ), les triangles <FOK> et <KHF>
étant rectangles et liés par un méme c6té, on peut lire directement sur la figure dans un repére

(0 ,f,s(jﬁ) ) de (0;7; k)2DoulD lamesure OH = cosé.cos(j,0F) = cos(J, k) .

Sur la figure on a dessiné arbitrairement S R) dans le sens ou sin(J, k) est défini comme positif pour

(0;; k)2D.

On peut aussi déduire cos(J, k) d’un produit scalaire. On pose ”ﬁAf 7 un vecteur unitaire de7 A J (peu importe
son orientation directe ou indirecte), donc orthogonal a (0;7;])2D:

. inj OF , inj
cos(Lk) =] Rk=7 .(COS5 + 5ind——=—) =c0s8.] K —— + sind.jJ K —2
||0F|| 1Al [IOF || (AT 1]

—>

cos(J, k) =cosé.J K

|[0F ||
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cos( k)

= cosé. cos(j, OF)
knon1(0;i;j )2DoulD

Cette formule est en effet aussi juste pour (0;7;7)1D :

cos( k) = cos(j, OF) = +1
knonl(0;1;j)1D

Par permutation circulaire (et par simple lecture géométrique), on donne aussi cos(J, E) en référence
logique a I'angle (k, ﬁ) mesuré dans un repére (0; k ;?)ZDoulD.

> 7 —
cos(J,k) _ = cosp. COS(E,O—Z)) ; cos( k) . =
J Lnon(0;k ;i )2DoulD jL(0:k ;i) 2DoulD

D’oul une premiére mesure indéterminée de sin(f, E) obtenue avec l'identité trigonométrique cos?(j, E)
+sin?(j,k)=1:
sin(f, k) = +(1 — cos?(J, k)) /2
Il est possible d’en déterminer un signe. H étant la projection orthogonale de K sur la droite (0J) :
(OH,k) = (j,k) ; OF.sin(J,0F) = HF ; HK = sin(J, k)
D’ou deux équations qu’on égalise :
sind = FK = HK. sin(mf, ﬁ) = sin(j, E) .sin(ﬁ, ﬁ)

OF. sin(f, ﬁ) sin(ﬁ, ﬁ)
cos(m?), ﬁ)

OF.sin(j, OF) _ cosd.sin(], OF)

cos(HF,HK) B cos(HF,HK)

siné = HF.tan(HF,HK) =

sin(,k) =

L'angle (ﬁ, ﬁ) est défini pour F et/ou K n’étant jamais confondu en H. Cet angle est donc toujours défini
pour sin(j’, ﬁ) # 0, et il ne peut selon sa construction géométrique jamais étre supérieur ou égale a un
angle droit, donc, dans toutes ces configurations spatiales de 'objet (0; iJ; ﬁ) ona 605(7-175, ﬁ?) > 0.

En particulier, pour sind = 0 et Sin(f, 517) # 0, F et K sont confondus eton a cos(ﬁ, ﬁ) = 1. On en déduit
que sin(J, E) est du signe de cosé. sin(f, ﬁ), donc du signe de sin(f, ﬁ) puisque cosd > 0:
- sin(7, OF e
sin(J, k) = (J—) [1— cos?(], k)]

—

[k nonJ_(O;f_;j' )ZDoulD] |Sin(f, ﬁ)|
ET sin(j’,ﬁ);tO

N| =

Note : Cette formule n’est pas utilisable pour E)non 1 (0;7;7)1D, car alors on n’a jamais sin(f,ﬁﬁ) =0

kksk

Etude du cas sin(J, ﬁ) = 0etknon L (0;7;7)2DoulD:
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On a l'orthogonalité du plan (0 ;7;) au plan (0 ;]; k). Langle orienté 3 et 'angle orienté G, E) sont alors

dans un méme plan pour sin(J, OF ) = 0, ce qui oblige 4 définir le signe de sin(j, k) dans ce cas particulier

afin que les sinus des angles (f,k) et § qui sont mesurés dans des repéres différents, soient de signes
identiques si les lectures de ces angles sont en sens observationnels identiques, et de signes contraires si les

lectures de ces angles sont en sens observationnels contraires.

On écrira alors :

S ins. cos(j, OF S 1
sin(j,k) = sind. cos(j _,) [1 = cos?(j, k)];

sind#0  |sind. cos(], OF
sin(j,0F)=0 | (]' )l

Puisque sin(j,0F) = 0 & cos(j,0F) = +1:

_ sind. cos(J, ﬁ)
B |sind

.|sind| = siné. cos(f, 5?)

Pour sind = 0 et sin(f, 5?) = 0, le point K est sur la droite (O]) eton a
sin(f, E) =0

On écrira donc la relation générale :

k ind. cos(j,OF
Sm(] ) [knonJ.( j)ZDoulD] > COS(] )

0;i
ETsm( 0 ) 0

Cette formule est en effet aussi juste pour (0 ;7;])1D.

Détermination de I'angle (k, 7)

< (E,i’) <7



Le Polymixte Envotteur - 27

On ne détaille pas tous les raisonnements, qui sont analogues a ceux ci-dessus.

Etude du cas k L (0; 7;7)2DoulD:

On établit toujours alors :

k1 = 0
cos( l)F( 0;i;j )2DoulD

Ci-dessous, on ne suit pas exactement les mémes raisonnements que pour (f,k) dans le cas
k L(O;T;]) :

Etudeducask L (0;7;7)2D:

Les plans (0;]; k) et (0; k;7) ne sontjamais confondu et on laisse encore a 'observateur la liberté d’orienter
le plan (0; k; ?) :

(k)

T A .
=  — ou —— (choix de I'observateur)
KL(o;j) ? 2

sin(E, i’) .= . * 1 (choix de I'observateur)
k' 1(0;i5] )2D =sin(i,j)#0

Etude ducask L (0; 7;7)1D:

L’angle (I_é, ?) étant alors dans le méme plan que (f, I_c)) doit suivre l'orientation du plan (O;T; E) donnée par
le signe de sin(j’, E) Sa mesure ne fait donc plus 'objet d'un libre choix. On établit que :

. E,_) _ _ 2 7).si _’,E
sin(l ) %1 (037 )1D =sin(if)=0 cos(@.)-sin(j; k)

Etude du cas k non L (0;7;7)2DoulD:

L'angle (?, 51?) est alors toujours défini et peut servir a donner le signe de sin(E, f)

On établit en référence logique a un angle de (0;7;7)2DoulD que:

cos(k, )

= cosé. cos(I, OF)
k nonJ_(O;i Hi )ZDoulD

Par permutation circulaire, on donne aussi en référence logique a I'angle (E, Wf) mesuré dans un repere
(0;7;k)2DoulD :

cos(k,7) = cosy.cos(ig,O_Cf) ; cos(k,?) =
Tnonl(0;j ;k )2DoulD T1(0;7 ;k )2DoulD

Il est alors écrit dans les équations que dans toutes les configurations spatiales de I'objet (0; 1;7; E), ona
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COS(E,T) , cos(?, 51_5) et cos(E, 0—G>) qui sont toujours de méme signe, puisque cosy et cosd sont définis
strictement positifs. Ainsi, excepté quand I'un d’eux est 'angle nul ou plat, les mesures principales de ces
angles, quand ils sont définis, caractérisent toujours le méme type d’angle : si (?, OF) est un angle obtus ou

aigu, (E, 1) et (E, ﬁ) le sont. Si (i’, O_F)) est un angle droit, (I_c), ) et (l_c), O_G)) , le sont aussi.

Il semble que dans 'objet (0; U;7; I_c)), la fonction cosinus n’ait pas besoin de référence logique a un plan
privilégié, au contraire de la fonction sinus, que I’on utilise pour I'orientation. On peut se demander pourquoi
c’est la fonction sinus qui satisfait ainsi notre sens de I'orientation. Sans doute parce qu’il nous en faut une
pour cela, et qu’on lit donc habituellement un angle en alignant I'axe des cosinus sur le premier vecteur
nommeé. L'angle nul ne renseigne alors pas de quantité associée a la direction et au sens que pointe le vecteur

cosinus, tandis que le vecteur sinus assigne une quantité i;ﬂ selon sa direction et son sens. Il s’agit alors
d’'une projection dans I'abstrait de nos structures mentales du haut et du bas, de la gauche et de la droite,

selon la fagon dont on se place devant le repere d’un plan.
Etude du cas sin(7, ﬁ) # 0et [E)non 1 (0;7;7)2DoulD]:
On établit de méme en référence logique a un angle de (0 ;7;7)2DoulD que :

. (k" _>) Sin(?, ﬁ))
SIn(K, 1 = —_—
[K'non1(0;i; )2DoutD| ET sin(i,0F)=0 | sin(, OF)|

N| =

[1— cos?(k,D)]

Note : par permutation circulaire, on donne aussi en référence logique a un angle de (0 e E)ZDoulD, sous la
condition Tnon L (0;J; k )2DoulD qui est aussi un cas particulier de knon L (0;7;7)2DoulD :

. in(k,0G L1
sin(k,7) = L_,) [1 - cos?(k, D)2
[tnonL(0;j;k )2Dou1D] | Sln(k' OG)l
ET sin(k,0G)#0

En faisant varier sur le logiciel I’angle (T, ﬁ) on constate que dans toutes les configurations spatiales de [’objet
(0 057 E), Sin(?, ﬁ) et Sin(E, m) ne sont pas toujours de mémes signes (donc —Sin(f, ﬁ) et sin(E,W})) ne
sont pas toujours de méme signe). Voir a ce sujet ’annexe « Justification de la référence logique du modéle aux
mesures de (0;7;7)2D ».

Kk¥k
Etude du cas sin(7, 5?) =0et [knon L (0;7;])2D oulD]:

On établit aussi pour sin(7, 5?')) = 0 que sin(, k) = sind. cos({, Uﬁ)
[k nonl(0;i;j)2DoulD]
et sin(i,0F)=0

D’ou la relation générale, en mentionnant de préférence sin(ﬁ, 1) plutét que sin(, E) :

sin(k, 1) = — sind.cos (T, ﬁ)
[Fnonl(O;f ;f )2Dou1D] ET sin(f,ﬁ)=0
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La aussi, on n’utilisera pas sin(k,7) = siny. Cos(k, OG).

[?nonl(o;j;fc' )2Dou1D]
ET sin(k,0G)#0

Détermination de I'angle (Z,j)’
—-1<@)' <=
On appelle (7,))’ le paramétre (7,j) déduit d’'un raisonnement. La référence logique de (7,7)’ a un angle de

(0;7;7)2DoulD ne peut étre rien d’autre que (,7) . On écrira donc simplement, sans avoir besoin de poser
des conditions en baseline, puisque (Z,]) est un parameétre choisi librement au début de I'étude :

cos(1,])' = cos(1,))
sin(i,])' = sin(i,])

La encore, la permutation circulaire conduit a écrire les équations suivantes, qui ne permettent pas de
retrouver systématiquement (au signe pres) (7,))' = (1,)):

cos(1,])' = COS L. COS (i’, 52) ; cos(T,)) = 0
7 Lnon(0;k ;i )2Dou1D 7L(0;k ;i)2Dou1D

On ne se servira donc pas de :

sin(3,0Z 1
sin(3,])’ = % [1—cos?(T,])]2
[7° nonL(0;k ;t)2D] |Sin(l, OZ)l
ET sin(i,0Z)#0
sin(i,])’ = sinu. cos(f, ﬁ)

[7° nonL(0;k ;i )2Dou1D]
et sin(1,0Z)=0

sin(i, )’ = +1
7L(0;k ;)2Dou1D

1.7 Calculs des angles vy, u, 8’

Détermination de y

T[

— T
y=(0G,7); > =

< yv<
)

Etudeducas? L (O;f; k )2Dou1D :

Les points G et O sont confondus et yn’est pas défini :
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cosy_ = = indéfini ; Smy L= indéfini
( 3]k )2Dou1D ( ik )2Dou1D

Etude du cas Tnon L (O;j’; k )ZDoulD et knon L (0;7;7)2DoulD:

On raisonne sur le cas de figure suivant défini par (7, )). sin(J, ﬁ) #0.

Le point G est le projeté orthogonal du point /dans (0; J; k )ZDoulD tel que GI = siny. Le point Sestle
projeté orthogonal du point 7 sur (0)), tel que SI = sin(j,1) = —sin(i,)) .

Le point F est le projeté orthogonal du point K'dans (O ;7;))2DoulD tel que FK = siné . Le point A estle
projeté orthogonal du point K sur (0)), tel que HK = sin(J, E) . On mesure (ﬁ ,ﬁ) dans un repere lié
logiquement a la valeur algébrique FK tel que :

sm(HF HK) =

FK  siné

HK ~ sin(j, k)

On déduit de considérations géométriques que I'angle < ISG > est aussi I'angle < FHK >, et que les plans
(S; SG ; S7) et (H; HF ; ﬁ’) sont toujours paralléles ou confondus quand ils existent pour
sin(Z,y).sin (j, ﬁ) # 0, dans toutes les configurations de I'objet (0; [E 7;) :
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Quel que soit le point de vue de I'observateur, les angles géométriques (S—G) , S_f) et (m'“) ,ﬁ) sont toujours
d’orientations relatives contraires. On écrira alors :

in(SG ,SI = — sin(HF ,HK
Sln( ) sin(ij).sin(f,ﬁ):to Sln( )

Cette équation n’est pas une vérité des nombres ou de la géométrie, mais un élément de I'élaboration d’'un
modeéle mathématique faisant correspondre des choix (la convention de lecture du premier objet nommé au
second et le désir d’orientation) aux apparences (ce qu’on observe en respectant la convention de lecture
du premier objet nommé au second).

Figure pour sind. sin(f, OF) <0 avec mise en évidence des reperes des cercles trigonométriques

(S' 56 ;'S ) et (H' HE_ S )im licites aux mesures :
AT G “JmFY  S(AF AK) ) TP '

S
On a décidé de lire : (HF HK)
v

= _ — Sin(ﬁ , HK)
( SG _ﬁ) sin(@,)).sin(j,0F) =0 ( T —)>
; -

S ——;Srer —— So2 o
15611+ ~(6SD) aF @R AR
On peut donc écrire :

sinéd

sin@).sin(GOF)20  sin(j, k)
(sin(j,0F)#0=sin(j k)#0)

sin(S_G) , S_I))

Dans le plan contenant+y, ona:
Gl = siny
Dans le plan (S;ﬁ; .?f) ,onaavecSI = —sin(i,)) :
siny = GI = SI.sin(SG ,SI) = —sin(7,}).sin(SG ,ST)

Soit:
] sin(Z,)).sind
siny = —_—

sin(i,)).sin(j,0F ) =0 sin(j,k)

(sin(j,0F ) #0=sin(j k)+#0)

Cette équation ne formule pas dans tous les cas une orientation correcte de y dans un plan particulier, par
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exemple dans le cas sin(i’,ﬁ) =0et|sin(@))|=1:

yest alors un angle du plan (O ; k; 1), et on oriente de facon certaine y par rapport a (E i’) dans ce plan en
écrivant :

in(k,?).cos(k,7
siny B sin(k, 7). cos(k,7)

Knonl(0;i;j)2D lcos(k,7)|
ETJ L(0;k ;i )2DoulD

Le signe de sin(E, ?) en référence a (0 ;7;7)2DoulD est donné par :

R
sin(k,7) = — sind.cos(i, OF)
[kK'non.L(0;i;j)2DoulD]
et sin(i,0F)=0

Dans les deux cas de figure ci-dessus siny est donc de signe contraire a sind. On ne peut donc pas utiliser
_ sin(1,)).sind
Sin(f,D.S;l(j,O_F:)iO sin(j k)
(sin(j,0F ) #0=sin(j k)#0)
a poser des contraintes sur le signe de sind en fonction des parametres de I'étude, de fagon a ce que ysoit

I'équation siny pour respecter 'orientation du plan (O ; k; 1), sauf a réussir

en accord avec l'orientation des plans (0;7;)), (0;];k) et (0;k;0) dans toutes les configurations de
(0; LT E) )

Mais ce n’est pas ce modele que nous présentons, nous présentons un modele qui ne pose pas de de
contraintes sur le signe de sind en fonction des parametres de I'étude. Nous utiliserons donc dans nos jeux
d’équation la quantité :
sin(, )). sind|
. > 7
sin(j,k)

|sinyl =
sin(@,)).sin(j,0F)=0

(sin(j,0F ) #0=sin(j k)#0)

On doit donc établir des équations particuliéres pour les cas sin(i, ). sin(j’,ﬁ) =0 et sin(j, ﬁ) =0.0n
formule donc une équation générale en référence logique au plan (0 ;7;J), qui prévoit quatre changements
de signes possibles pour siny, selon la position du point F dans le plan (0 ;7;7) :
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““""‘-‘F
C
| .
- el
, sin(?,f).sin(?,O_F)).sin(f,W) sin(7,]).sin 8
sin — — —
" [T noni(05 % J2poutn|  [sin(@,)).sin(i, 0F ).sin(j,0F)| | sin(7,k)
ET
[Fnonj_( Zj)ZDoulD]
ET
sin(fj') sm( ) sm(] OF);#O

OF
Note: SLn(]O ) 0=>sm(] ,k)th

Sin(j', O_F)) # 0= sin(J, E) # 0 est tours vrai, mais pas sa réciproque car elle contient aussi le cas

sin(J], ﬁ) = 0.

Ensuite viennent les équations des cas de transitions de signes. Ci-dessous celle pour préciser y quand

sin(?, ﬁ) =0:

sin(i,]).sin &
sin(J, k)

sin(E 7). COS(E 0)
)2Dou1D] |sm(k 7). cos(k L)l

siny

i nonJ_(

[Fnonl( )ZDoulD]

)ZDoulD]

OF)=0

sin(j, k);tO

[7 nonL(O
ET sin

A ?\T‘ltr] a-;l'r] \.¢
-~ \w

ETsm(k {

\_/

Et toujours pour (?, 5?) = 0, celle pour pour accorder vyal'orientation de (O ; k; ) quand[J L
(0; k;t )2Dou1D] et qui précise le cas sin (E, Z) =0:

sin(E, T). cos(E, T)
% )2Doutd]  |cos(k,7)]

R [Tnonj_( j

E

[Fnonj_(O i ])ZDoulD]
ET

[J L(0;k;i )2DoulD]

Pﬂ
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Cette équation se déduit de la précédente car cos(E, i’) et cos(i’, ﬁ) sont toujours de méme signe et qu’alors
sin(1,)).sin 8 _

sin(j.k) (7 J_(O;Tc) ;T )2DoulD]
sin(E, ) =0.

|sin 8|, mais il est nécessaire de la présenter parce qu’'elle précise le cas

Vient ensuite le cas sin(f, 51—5) = 0. Dans ce cas on observe que v est toujours dans (0 ;7; J)2DoulD (nul ou
plat sur la droite (OI)) pour sin(Z,J) = 0):

.

D’ou:

sin(,)).cos(,))

sin = =
Y [[T nonJ_(O;j' k )2Dou1D] |COS(1;D|

ET

[Fnonl(O;f ;]' )ZDoulD]
ET sin(j’,ﬁ")=0 ]
ou
[[? non(0;j ;k )2DoulD] ET [k'L(0;i;] )2Dou1D]]
ou
[[i non1(0;j ;k )2DoulD| ET sin(jk)=0]

Viennent ensuite les cas particuliers sin(Z,j) = 0 et /ou sin(E, i’) = (0 dans ce cas vy est systématiquement
un angle nul ou plat:

siny = 0
sin(1,j)=0
ET/0U sin(k,i)=0
Dans tous les cas ou yest défini, ona:

1
cosy >0 _ K (1-sin*y)?2

inonl(o;jj‘é )2Dou1D

Pour finir, les cas ou yest indéfini :
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cosy_ = . = indéfini
i1(0;j ;k )2DoulD

siny_ =~ = indéfini
i1(0; ;k )2DoutD

Détermination de u

T s
—§<ﬂ=(ﬁ,f <?

On procéde aux mémes genres de raisonnements. L'équation générale est définie en référence logique a
(0 ;7;7)2DoulD, et en observant (en fait on le justifie aprés I'avoir découvert en titonnant...) que dans les
mémes domaines de définition sinu et siny sont toujours de signes contraires quels que soient les signes

de sin(k,7) et sin(j, k) (définis en références logiques a (0 ;7;)2DoulD):




Le Polymixte Envofiteur - 36

On est conduit a écrire, en rajoutant la condition [T’ non L (0 7 k )ZDoulD] puisqu’on utilise y

sin(j, k). sin y
sin(k,?)

sin(1,]). sin(7, OF ). sin(j, OF)

Slnlu‘ = - N > A . (> A\
[I'non1(0;k ;i )2Dou1D] Isin(@, ). sin(Z, OF ). sin(J, OF )|
ET

[KnonL(0;i;j)2Dou1D]
ET
[t nonL(0;j;k )2Dou1D]
ET
sin(i,j).sin(i,0F).sin(j,0F ) %0
Note: sin(i’,ﬁ):ﬁOé .sin(ﬁ,i):to

Suivent alors les équations des cas particuliers. D’abord celle qui précise sm(], OF ) =0
sin(J, E) cos(J, E) sin(J, E) sin |
sin(J, E) cos(J, E)| sin(k,0)

sinu =
[]_"nonJ_( kst )2Dou1D]

ET.

s

[FnonJ.( ) DoulD]

ET
TnonJ.( j E ) DoulD]
ET sm(j, )—0
ET sin(j’,ﬁ) .sin (E,-i') #0

Puis celle pour accorder u  l'orientation de (0 ;7 ; k) quand [T L (0;7;k ) OU (0JK )] et qui précise le

cas sin G, E) =0:
s _ _ sin(j, k). co_)s(], k)
[ non.(0;k ;i )2Dou1D] lcos(J, k)|
ET

[Fnonl(o ;] )ZDoulD]
ET
[i L(0:);k )2Dou1D]

Puis celle de w toujours dans le plan (0;7;]) ou nul ou plat sur la droite (OI]) pour sin(z,]) = 0
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_ sin(i,)).cos(1,])

[ [FnonL(0;% ;i )2DoutD] lcos(@,))|
ET

[Fnonl(O;f ;]' )2Dou1D]

ET sin(i,0F)=0]
oU
[ [FnonL(0:k ;i )2DoulD] ET [k L(0;i ;f )2Dou1D]]
ou
[f non1(0;k ;i )2DoulD| ET sin(k,i)=0]

sinu

Puis pour finir :

sinu

sm(j I_é)
ET/0OU

sin(ij)=0

1
cosu >0 (1—sin?u)?2

fnonJ_( 0k ; Z)ZDoulD

cosu = indéfini
sinu = indéfini

Détermination de &'
i . s
—5 <¥=(0F k) <%

Il n'y a pas d’équation générale de sind en référence logique a (O ;7;])2DoulD, parce que sin § est un
parameétre libre. On posera donc que sind’ est du signe de sinéd :

sin(E, T). sin u
sin(1,))

sin o

sind’

[Fnonl(O;?;j’)ZDoulD] | sin 6| .
ET [jnoni(0;k;i)2DoulD|
ET sinédsin(i,j)#0

Ci-dessous I'équation de &' situé dans (O ik 7). & est nul ou plat sur la droite (OKI) pour sin(E, T) =0:

s sin(E, ?). cos(ﬁ, ?)
Sin = - =
[[Fnonj.(O;f i )ZDoulD]ET []T)J_(O;E 5t )2Dou1D]] |COS(k, T) |

ou
[[knon1(0;i;j )2DoulD]| ET sin(i,j)=0]



Le Polymixte Envotteur - 38

sind’ est toujours du signe de sind, comme on le montre ci-dessous.
[ [Fnon 1L(0;1;]) ZD] ET []_’ 1 (0 ;I_c);i’)ZDoulD] 1= sin(f,aﬁ)=0 = cos(i’,O_I”) et cos(l_c),i’) de méme

signe, et donc:
s sin(l_c), Y). COS(E, ?) (—sind). cos(?,ﬁ). COS(E, ?) s
sin = - ~ =— ~ = sin
sin(1,0F)=0 |cos(k,7)| |cos(k,7)]

[[FnonJ.(O;i;]) 1D]
ET sin(1,))=0]
sind’ = 0
[sin(j,k)=0
ET/0Usin(k,i)=0]

ou
sin 6=0

Puis pour finir :

(1- sinzﬁ’)%

cosé' >0 _ =
k nonJ.(O;i i )2Dou1D

indéfini
2DoulD

cosé' . = =
kJ.(O;i;j

N—

indéfini
2DoulD

siné' =
k1(05i3)

N—

1.8 Calculs des angles (j,06G), (k, 0G), (k,0Z), (i, 0Z), (i, OF)’, (j, OF)’

Détermination de I'angle (7, 0G)
- < (J, O—G)) <nm

Ftudeducas? L (O;f; k )2Dou1D :

Dans ce cas G et O sont confondus :
cos(7,06) . = indéfini
i J_(O;j ik )2Dou1D
sin(f, ﬁ) N = indéfini
i 1(0;j;k )2DoulD

Etude du cas T non L (O;f; k )2Dou1D :
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On déduit cos(f, O_G)) de considérations sur les triangles <IOG> et <SOG> qui en étant d’origine O sont
toujours définis, qu’ils soient développés ou plats, dans toutes les configurations de I'objet (0; T E) :

. > ~ A OS
Tout simplement, avec COS(], OG) vl

cos(1,])

cos(f, 55) _ =
inonJ_(O;j;k )2Dou1D cosy

Sik L (0;7;7)2DoulD ou si le plan (0; 1; E) est réduit a la droite (OJK), on utilise la formule de cosy
déduite de sin y = _ sin(ij).cos(i))
- lcos@ I
[f nonL(0;j;k )2Dou1D]
ET
[FnonJ_(O;Y;j)ZDoulD]
ET
sin(j,ﬁ)zo
ou
[z non1(0;j % )2Dou1D] ET [k'1(0;1;7 )2Dou1D] |
ou
[t nonL(0;j;k )2Dou1D] ET sin(jk)=0]

On obtient comme cas particulier de la précédente équation :
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cos(1,])
Tnon1(0;j;k ) 2DoulD] |cos(T, ]|
ET [sin(jk)=0 0U [k’ L(0;1;j)2DoulD]

cos(J, O—G))

On déduit sin(f, O—G)) de considérations sur les triangles <ISG> et <FHK> qui sont toujours définis pour
[tnon L (0;];k )2DoulD] ET [k non L (0;7;])2DoulD] ET sin(j, OF) # 0.

Etude du cas sin(j,0F) # 0

On rappelle 'implication : sin(J, OF ) # 0 = sin(J, k) # 0
On a dans le plan contenant vy:

0G = cosy

On a dans le plan contenant (7, Wf) :
SG = OG.sin(f,Wf) = cosy.sin(f,O_G-))
Dans le plan (S;Eﬁ; ﬁ),ona:
SG = SI.cos(SG ,SI) = sin(j,0). cos(SG , SI)
On égalise les deux expressions de SG :
sin(f,O—G)).cosyz sin(j, D). cos(SG , S
On a vu précédemment que I'angle géométrique < ISG > est aussi I'angle géométrique < FHK >.

La fonction cosinus est paire, donc malgré l'ignorance de l'orientation des reperes des angles (ﬁ ,ﬁ) et
(HF ,HK), ona:



( ’ ) ’ HK

cosé.sin(j,0F) = HF ; HK = sin(j, k)
D’ou:
sin(j, 0). cosé. sin(j, OF )

. —>’ O—G’ — A
sin(];06) cosy.sin(J, k)

On peut réécrire cette équation en fonction du paramétre (7, ) :

— sin(@, 7). cosé. sin(], OF
sin(7,0G) = _sin@] a(l )
[TnonL(0;7;k )2DoulD] cosy.sin(J, k)
ET [knonl(0;i;])2DoulD]
ET sin(j,0F)%0
(sin(j,0F)#0=sin(j k)#0)

Etude du cas sin(J,0F) = 0ET sin(j,k) # 0:

Dans ce cas le plan (0 37 k ) existe, les triangles <FHK> et <ISG> ne sont pas définis mais G ne peut étre
qu’un point de la droite (0]) mémesi (0;7;] ) estréduitaune droite par sin(Z,J) = 0, 'équation précédente
décrit bien ces variétés de cas.
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o —— sin(3,)). cosé. sin(J, 5?)
sin(J,0G = — S =
( ) [tnonl(0;j;k )2DoulD] cosy.sin(J, k)
ET [knonl(0;i;})2DoulD]
ET sin(j,0F)=0
ET sin(j ,k)#0

0

On écrira donc I'équation de référence pour sin(J, E) #0:

B sin(i, ). cosé. sin(f, ﬁ)

sin(j,06) = —
[inon1(0;j;k )2DoulD] cosy.sin(J, k)

ET [knonl(0;i;j)2DoulD]
ET sin(j k)#0

Le signe de sin(J, 0G) accorde I'orientation de I'angle (7,0G) 2 celle de (0;7;k )2DoulD par les choix des
signes de sin(J, E) et sin(7,J) qui sont tous deux définis en référence logique a (0;7;J )2DoulD. Les cosinus

de yetde § n'ont pas d’influences sur le signe de sin(j’, O_G)) puisqu’ils sont géométriquement définis comme
toujours strictement positifs.

Etude du cas sin(j,k) =0

G défini comme projection de I dans (OJK ) est nécessairement un point de la droite (OJK). Donc I'angle
G, ﬁ) est nul ou plat :

sin(7], O—G)) = 0

sin(jk)=0 ET TnonL(0;j ;k )2Dou1D

Etude ducask L (0; U;7)2DoulD:

On rappelle que 3 et (7, ﬁ) ne sont pas alors définis parce que F et O sont confondus. (0;7;]) et(0;]; k )
sont alors des plans orthogonaux entre eux, et G défini comme projection de I dans (O;f; E) est
nécessairement un point de la droite (O]). Donc I'angle (f, O—G)) est nul ou plat :
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sin(J, 06) = 0
[[tnonL(0;j;k )2Dou1D]
ET [k"L(0;1;7)2Dou1D] ]

On écrira donc I'équation de référence pour sin(J,k) = 0 etk L (0;7;])2DoulD:

sin(J, Wf) = 0
[[TnonJ.(O;]' ;E )2Dou1D]
ET [k'1(0;i ;] )2Dou1D] ]
ou

[sin(j,k)=0 ET [inon1(0j ;k )2Dou1D]]

Dans tous les cas, (J, O_G)) suit sans ambiguité l'orientation de (0;7; k )2DoulD. La référence logique a la
droite (0I]) n’est pas indispensable, car un modeéle construit en permutation circulaire des vecteurs des
équations retrouve les parametres si I'objet (0 LT E) est réduit a un plan.

Détermination de I'angle (k, 0G)

- < (E, O_G)) <7
On mesure (E, O_G)) suivant I'orientation du plan (O i T E) al’aide des identités appliquées a une somme
d’angles : (k,06) = (k,J) + (7,0G6)=(j,0G) — (j, k) :

cos(E, O_G)) -

E /,06).cos(j, k) + sin(j, 0G). sin(j, k
inon1(0;j ;k )2DoulD cos(j, 06). cos(j, k) + sin(j, 0G). sin(j, k)
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sin(k, 0G) _ sin(7,0G).cos(J, k) — cos(7,0G) . sin(j, k)

inonJ_( j_l;) )ZDoulD
(E, ﬁ) n’est pas défini quand (j, O_G)) n’est pas défini:

e _ mdéfini
cos( )ﬁ 1(0% Y2DoutD indéfini

% 0C _ mdéfini
sm( )q L(0i 7 )2Dou1D indéfini

Détermination de I'angle (k, 0Z)

- < (E,FZ) <7n

On liste ci-dessous les formules établies par les mémes genres de raisonnements :

COS(E, 52) . .= indéfini
j L(0:k ;i )2DoulD

N~—

Sin(E, ﬁ) L, L= indéfini
]J_( ;k ;1 )2DoulD

\_/

cos(f, E)

cos (E ﬁ) cosp

TnonJ.( E_Z)ZDoulD

B sin(j’, E) cosvy. sin(E, 55)
[fnonJ_(O;l_c)_;f )2Dou1D] COS /L. Sin(E, T)
ET [?nonJ.(O;]' ik )ZDoulD]
ET sin(k ,i)#0

sin(k,0Z)

La précédente équation se déduit de la formulation de sin(f, W})) par permutation circulaire (J devient Kk G

devient Z, Kk devientT, 3 devient vy et y devient ), mais ne pose pas de probléme d’orientation a (E, ﬁ)

La aussi, le signe de sin(ig, UZ) accorde l'orientation de l'angle (E, 52) a celle du plan (0; k;i ) ou de la
droite (OKI ), par les choix des signes de sin(E, ?) et sin(f, ﬁ) qui sont tous deux définis en référence logique
au plan (0;7;J ). Les cosinus de yet de  n’ont pas d’influences sur le signe de sin(E, ﬁ) puisqu’ils sont

géométriquement définis comme toujours strictement positifs.
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sin(E, 52) =
[[fnonl(O;E ;f )2Dou1D]
ET [ 1(0;k ;i )2DoulD| ]
ou
[sin(k,i)=0 ET [jnon1(0;k ;i )2Dou1D]]

Détermination de I'angle (7, 0Z)

-n<(10Z)< m
De la méme fagon:
1,0Z = k,0Z).cos(k,7) + sin(k, 0Z).sin(k,T
cos (T )7n0nl<0;ﬁ;7)2Dou1D cos(k,0Z).cos(k,7) + sin(k, 0Z). sin(k,7)

Sin(?, ﬁ) fnonl(O;}):;f)ZDoulD Sin(E, 52) .COS(E, i’) — COS(E, 52) .sin(E, i’)

cos(1,0Z) _ = indéfini
L

(O;Q ;f)ZDoulD

sin(t,0Z) . =
jJ_(O;k;i)ZDoulD

Détermination de I'angle (i, OF)’

—1<(@,0F) < m

Il s’agit des équations retrouvant I’égalité de (7, ﬁ)’ avec le parameétre (I, ﬁ).

cos(?, ﬁ)' =

_ indéfini
k L(0;1;7)2DoulD
. - - ! ] 7 3 ]
sm(l, OF) _ = indéfini
k 1(0;1;7)2DoulD
-
. cos(k,T
cos(i, OF)" _ = (—')
knonl(0;1;7)2DoulD coso
- —>
— sin(k,1).cosu .sin(1,0Z
sin(i,OF )’ = Ly 5.5t (“()' )
[k'nonL(0;i;j)2Dou1D] coso.sinil, J

ET [nonL(0;k ;i )2Dou1D|
ET sin(1,])#0



Le Polymixte Envotteur - 46

sin{Z, OF) )2DoutD]

[[k nonJ_(O?]
0;i j)2D0u1D]

ET [j'1(0

[sin(f,j’)zo ET [ k nonJ_(O,L B )ZDoulD]]

Dans le modele en totale permutation circulaire on ne retrouve pas systématiquement cette égalité, mais les
plans sont correctement orientés, et de ce dernier point de vue il n’est pas meilleur que 'autre :

Exemple :
() = 50° - (j,0F) = —35° -8 = —30° - ({, OF ) = 15°

Modele en totale permutation =~ Modéle en référence logique a un

circulaire plan (ici (0;7;7]))
-44.813° -44.813°
33.226° -33.226°
-50° 50°
-32.919° -32.919°
-44.348° 44.348°
-30° -30°
-40.028° -40.028°
4,785° 4,785°
7.237° -7.237°
-25.989° 25.989°
-15° 15°
-35° -35°

Tout au plus, 'appréciation subjective de « meilleur » concerne ce qui accorde le mieux les choix aux
apparences.

Détermination de I'angle (j, OF)’
—1<(,0F) <=

cos(J, OF) cos(T, ﬁ) cos(@)) + sin(F, O_F)) sin(i,])

k nonl(O;fz;%' )ZDoulD

sin(7, OF) sin(7, ﬁ) cos(Z,)) — cos(T, ﬁ) sin(,))

k nonJ_(O;f__;7 )2Dou1D

cos(j,OF)" _ o= indéfini
kJ_(O i;j )2DoulD

v

sin(j, OF)" _ .= indéfini
k L(O i;j )2DoulD

\/



1.9 Tableau récapitulatif des formules du modéle d’orientation des angles dans I'objet (0; ; J; E)
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PARAMETRES INITIAUX

k orthogonal au plan (0;7;) :

)

—T< @) #0<T
d = (OF k) = indéfini
(j, OF) = indéfini

L
(k1) =+

k orthogonal a la droite (01] ) :

(I,)) =0mod.
d = (OF k) = indéfini
(j, OF) = indéfini
GR) =+

k non ortho. au plan (0;7;7) :
—T< @) £0<T
s . i
—§<8= (OF k) <§
- < (j’ﬁ) <m
k non ortho. a la droite (JIDE
(@) =0mod.m
T . s
_E<_E= (OF,k) <7
(J,0F) = 0mod.m

(0;1;j; k) 3D :sin(i,j).sind+ 0 OU k 1 (0;1;j)2D

K

(0; i’;j’;ﬁ) 2D:
[sin(i,]) + 0 ET sind = 0] OU [sin(i,j) = 0 ET sind + 0] OU kK L(0;%;7)1D

(0;1;j;k) 1D:sin(i,j) = 0 ET sind= 0

G
I

ZF
J K T

ANGLES ETUDIES
Avec leurs plus larges
domaines de définitions

—= <® = (OFR) <3
—n<(j0G)< m
—n< (k0G)<
~n<(k0Z)< =
—-n<(10Z)< =
< (k)<
< (ki) <n
—n<(J0F) <=

<@ <m
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Quelques conditions d’orthogonalité des plans de 1'objet (0; UJ; E) suffisantes a I'étude :
k 1(0;7; 7)2DoulD < Perception empirique au début de I'étude
Définition contraire :
knon L (0; T; J)2DoulD & Perception empirique au début de I'étude
*
. (sin(j,0F) =0 0U [k L (0;7;])2DoulD])

71 (0;7;k)2DoulD & 06 =0 ET
cos(t,)) =0

Définition contraire :
(sin(j,0F) = 0 oU [k L (0;1;])2Dou1D])
ET
cost’) =0
*k
(sin(Z,0F) =0 oU [k 1 (0;7;])2DoulD])

7 1(0;k;1)2DoulD & 0Z =0 & ET
cos(,j) =0

Tnon L (0;7;k ) 2DoulD <0G # 0& NON

Définition contraire :
sin(i,0F) =0 ou [k L (0;1;7)2DoutD))

Jnon L (O;E;?) 0U (0K1)=0Z # 0&NON ET
COSGD =0

(sin(j,06) =0 0U [T 1 (0;];k )2DoutD])
k 1 (0;7;j)2DoulD & OF =0 & ET
cos(J, E) =0
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(k L(0;7;7)1D = sin(C)) =0 )
Définitions contraires :

sin(7,06) =0 ou [? 1 (0;7;1?)2Dou1D])
knon L (0;7;7)2DoulD &0F # 0NON ET

cos 71_; =0
E3

—

(O;Y;f;l_c)) 3D orthonormé < OF = 0G = 0Z =0

Définition contraire :

—_—

(0;7;7;k )3D non ortho. & NON(OF = 0G = 0Z = 0)

kkk

Note : On ne distingue pas par exemple le cas knon L (0;7;7)2D du cas knon L (0;7;7)1D, comme on pourrait le faire dans I’étude par purisme, car ce n’est

pas nécessaire : la condition logique OU est exclusive et les équations sont suffisamment conditionnées pour décrire la réalité géométrique sous-jacente.
Dans le programme informatique, on utilise la variable "korto" telle que k non L (0;7;])2DoulD & korto = 0 etk (0;7;j)2DoulD & korto = 1

L’objet (0 057 E) 3D est modélisé en référence logique au plan (0 ;7;]). Cela veut dire que toutes les fonctions de sinus des angles de tous les plans de

(0 30T k) 3D sont calculées (directement ou indirectement) a partir du signe choisi pour sin(7; j). Il n’y a donc pas de formules de permutation circulaire
pour les sinus. Les fonctions cosinus renvoient les mémes valeurs par permutations circulaires.

Angles (i, OF), (j. k), (k, ), @i.])’

sin(?, ﬁ) _ sin(T, )). cos(f, ﬁ) + cos(1,)). sin(f, ﬁ)

(L, OF) knon1(0;i;] )2DoulD
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cos(l OF) = cos(?,f)cos(f, ﬁ)
k "‘ml(o £;j )2DoutD sin(, OF) = indéfini
— sin(@,]). sin(J, OF) knon1(0;i;j )2DoulD
cos(T,0F) _, = indéfini
k'non1(0;i;j )2DoulD
cos(J, k = cosé.cos(j, OF . in(7,0F .
G.) knonJ_(O i;j )ZDoulD (] ) Sin(f, k) =, M 1 - cosz(f, k)]%
[k nonJ_(O i )2Dou1D] |Sln(j, 0F)|
cos(J, k) _. 0 ET sin(j,0F )#0

k10 j)2D0u1D

sin,k) = siné.cos(J,OF)
g E) On utilisera aussi : [k "Onl(O L )ZDOU1D]
’ ET sm(jO—If) 0
cos(J, k) cosu. cos(k, 0Z)
Fusen(oi)2ou0 sin(j k) . = +1 (choix de I'observateur)
N kL 2DoulD
cos(k) . _ = L(0it7 )2Dou
71(0;k ;i )2DoulD
cos(k,0) = cosé.cos(I, OF) .
knonJ_(O;i i )2Dou1D . (E _)) sin(?, OF) 1 Z(E _,)]%
sin(k,T = ————2[1 - cos?(k,1
COS(E, T) _ 0 [Fnoni(o il j)ZDoulD] ET sin(f,O—F)th | Sin(f, 0F)|
k'1(0;i;j )2DoulD

k, D) sin(k,7) 3 = — siné. cos(i, OF)

On utilisera aussi :

cos(k,?) =

cosy.cos(k,0G
monl(oj ;k )2DoulD ( )

cos(k, D) = 0
71(0;j;k )2Dou1D

[k nonl(O 1 j)ZDoulD] ET sm(t 0F)=0

sin(E, ?) = + 1 (choix de l'observateur)

kL ( _ij)ZD:sm(l])

sm(k L) _ =

— —>, si _),E
F1 (o) =sin(ifym PSR

@)

cos(i,)) = cos(i,))

sin(i,))' =sin(i,))




Le Polymixte Envotiteur - 51

On utilisera aussi :

cos(,)) =

cosy.cos(j, 0G
LnonJ.(O] k)ZDoulD 4 (] )

cos(3,)) 0
lJ.(O] k )ZDoulD

cos(@,]) = cosu. cos(i, 0Z)

inonJ_( j:I_c) )2Dou1D

cosy =

indéfini
i1(o ]I_é )2Dou1D 4

]nonJ_(O k; L)ZDoulD
cos(3,))
jL(0k; L)ZDoulD
angle y, u, &
, sin(Z,)).sin(7, ﬁ).sin(f, ﬁ) sin(7,]).sin 8
sin — — . =
7 [T noni(05 % )2poutn|  |sin(@,)).sin(i, 0F ).sin(j,0F)| | sin(7,%)
ET
[Fnonl( 0;i j)ZDoulD]
ET
sin(fj).sm(t OF) sm(] 0F)¢0
cosy >0 (1- Sinzy)% Note: sin(] OF)#0=sin(j ,k)iO

siny
[Tnoni( j

ET
[Fnonl( f

o
hﬂ
<)
S

Y
Rr'l

sin(E, T). COS(E, T) sin(L,]).sin 8

E )2Dou1D] |sin(E, T). COS(E, T)l '

sin(J, k)
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) sin(E, T). cos(ﬁ, T)
siny = =
[Tnonl(O;j’;k )2Dou1D] |COS(k, T)|
ET
[k'non1(0;i;j )2Dou1D]
ET

>

[/ 1(0:k;;i )2DoulD]
] sin(1,]).cos(1,))
sin = — —
4 ([ nonL(05 % )2DoutD]| jcos (@ J)]
ET
[Fnonl(O;f ;j’ )2Dou1D]
ET sin(j,0F)=0]
ou
[[? nonL(0;j ;k )2DoulD] ET [k L(0i ;]‘)2Dou1D]]
ou
[{ non1(0;j ;k )2DoulD| ET sin(jk)=0]

. _ 0
Sy sin(fj)=0

ET/0U sin(E,f)=0

siny . = indéfini
iJ_(O;';k )ZDoulD
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cosu >0 =
fnonl( 0k ; Z)ZDoulD

cosu =
TL(O;E ;f)ZDoulD

1
(1—sin?u)?2

indéfini

sinu =
[7’nonL(0;k ;t)2Dou1D|
ET
[k'nonL(0;i;j)2Dou1D]
ET
[t nonL(0;j;k )2Dou1D]
ET
sin(@,7).sin(i,0F).sin(j,0F ) %0
Note: sin(1,0F)#0= .sin(k,0)#0

_ sin(@,))-sin(i, OF).sin(j, 0F) |sin(j, k).sin y

Isin(@,]). sin(3, ﬁ) sin(J, ﬁ)l | sin(k,D)
, sin(7,k).cos(j,k) |sin(7, k).sin y
sin - — - 2
# [rnons(0f:1)2ooutd]  sin(7,k).cos(G,R)| | sin(kD)
ET
[Fnonl( Zj) DoulD]
ET

[l TlOTlJ_(O] -k )2Dou1D]
ET sin(j,0F)=0
ETsin(j',E).sin(E,f);tO
sin(f, E) cos(f, E)
|cos(J, E)|
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B sin(4,7).cos(,))
[ [FnonL(0;k ;i )2DouD] lcos(@,])|

sinu

o
Pﬂ

[FnonJ_(O;f ;j )ZDoulD]
ET sin(i,0F)=0]
ou
[ [FnonL(0:k ;i )2DoulD] ET [k'L(0;i j)2D0u1D]]
ou
[/ non1(0;k ;i )2DoulD| ET sin(k,i)=0]

sinu = indéfini

cosd’ >0

k nonJ_(O

cosd’

l

*)ZDoulD

k'1(0;i;j )2DoulD

v

1
(1—sin?d)2

indéfini

sin(z, ?). sin u
sin(1,))

sind

sind’

[Fnonl(O;?;j’)ZDoulD] | sin 8|
ET [fnoni(O;E ;f)ZDoulD]
ET sindsin(ij)#0

s sin(z, ?). COS(E, ?)
sin = =
[[Fnonl(O i j)ZDoulD]ET [] J_(O k l)ZDoulD]] |COS(k, ?)l

ou
[[Fnonl( 0;i j)ZDoulD] ET sin(fj)zo]
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sind’ =,
[sin(j,k)zO
ET/0Usin(k,i)=0]

ou
sin 6=0

siné' . = indéfini
k' 1(0;i;j )2DoulD

Angles (7, 0G), (E

06),(k,0%),(i,0Z), (i, OF)', (j, OF)'

sin(J, O_G)) B sin(Z,)). cosd.sin(J, ﬁ)

cosy.sin(J, k)

—

[i nonJ_(Oj ik )2Dou1D]
ET [knonl(0;i;j )2DoulD]

cos(f, O_G)) ) = cos(L,]) ET sin(j k)#0
inoni(0;;k )2DoulD €OSY (q é)
Q,O_G) sin(J, 0G = 0
(] ) [[Tnonl( i ik )2Dou1D]
COS(J’OG) e ]E=) JDoutD indéfini ET [kK'1(0 Z()jgzDoum]]
[sin(j’,l_c))=0 ET [i nonJ_( i ik )ZDoulD]]
sm(], OG) L= indéfini
( B k) DoulD
k,0G = 7,0G).cos(j, k Y _ . . .
COS( ) LnOTlJ.(O] ik )2Dou1D COS(] ) COS(] ) sin(k, OG) . = sin(f, OG) ) cos(f, k) — cos(f, OG) .sin(f, k)
(E} O_G)) n Sln(j, OG). sin(f, E) lnonJ_(O;] k )ZDoulD

% 0C _ mdéfini
cos( )_) L(0 7 JzboutD indéfini

% 0C _ mdéFfini
sm( )q e ]E)ZDoulD indéfini
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cos(E, 52) -

cos(j, k)

Jnoni(0;k;i)2Doutd  COSH

B sin(f, E) cosy. sin(E, 55)
COS (L. sin(E, ?)

sin(k,0Z) =
[/ non1(0;k;i )2DoutD]
ET [inonL(0;j ;k )2DoulD]
ET sin(k,i)#0
sin(k,0Z) = 0

k,0Z =
( ) [[fnonJ_(O;k ;f )2Dou1D]
cos(E 0—Z>) _ indéfini ET [ L(0;k ;1 )2DoulD] |
’ (0T 3 ou
j1(0;k ;i )2DoulD . - ..
[sm(k,l)=0 ET [j nonJ_(O;k ;i )ZDoulD]]
sin(E, ﬁ) . .= indéfini
j L(0:k ;i )2DoulD
cos(?, O—Z’) ) ( Eﬁ) COS(E} O—Z)) COS(E’ T) sin(i’, OZ) fnonl(O-E:-f )2Dou1D sin(k, OZ) ) cos(k, i’) — cos(k, OZ) .sin(k, T)
jnonl(0;k;i )2DoulD v
(? O_Z)) + sin(z, 72) sin(E, i’)
. . - _Z’ — . s s
cos(i,0Z) 71(0k 7=)2D . indéfini sin(1,02) j L(03k ;i )2DoulD ndef it
jL(0;k ;i )2Dou
Ty _ cos(k,7) =, sin(k,?). cosu . sin(i, 0Z)
COS(l’ OF) FnonJ_(O'f_ﬁ' )2Dou1D coso Sm(l' OF) - B cosé.sin(i,))
(T, ﬁ)' o [Fnonl(O;f ;j')ZDoulD] ) ’

N

",ﬁ ’
cos(l ) FL(O;Z :

2DoulD

N—

indéfini

ET [fnonl(O;E ;f )ZDoulD]
ET sin(i,j)#0
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sin(Z, OF)’ =
i3/ )2DoulD]
J )2Dou1D]]
ou
[sin(1,j)=0 ET [ knon1(0;i;j )2DoulD]]

[[k nonJ_(O
ET [j'L(0;i

OF = d’ ini
sm(l ) Fl( Z])ZDoulD indéfini

,OF = . 0F). 7
COS(] ) EnonJ_(O ;) )ZDoulD Cos(l ) cos(t.]) gm(]' OF)

+ sin(7, OF). sin(i, )

= sin(%,OF).cos(i,7) — cos(?,OF).sin(i,
knonJ_(O;f;ﬁ')ZDoulD ' (l ) @5 (l ) in(@,J)

in(7 OF) — Lo
cos(j,OF) . = indéfini sin(J, OF) €1(0i3 )2Doutd indefini
kJ.( l])ZDoulD

v
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Chapitre 2

CALCULS ANALYTIQUES DANS LES
REPERES DE I'OBJET (0; T; J; k)
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2.1 Généralités

Une famille de vecteurs (u;, Uy ,..., Uy), est libre si aucun des vecteurs u, ne peut s’exprimer comme
combinaison linéaire des autres :

Sidg. Ty + 2. U5+ Ay Uy, = 0, alors 4y =2y =...=24,= 0

Dans le cas contraire, si au moins un vecteur peut s’exprimer comme combinaison linéaire des autres, c’est
une famille liée.

Une famille libre (u;, U ,..., u,) est génératrice d'un espace E si tout vecteur v de E est une combinaison
R . — — — —_—
linéaire des vecteurs de cette famille : v = A;. uq + A5 . up +...4+ Ay Uy,

Une famille libre et génératrice définit une base d'un espace de dimension n, ou n est le nombre de vecteurs

de cette famille. Lensemble des nombres (44 ,2;, ..., A;) est appelé systéme de coordonnées cartésiennes du
— _—  — —

vecteur v dans la base (uy; u3 ;...; uy)-

L'espace euclidien est I'espace de dimension n =3, qui contient les espaces (ou « sous-espace » si on veut les
relativiser) de dimension 2 (le plan), de dimension 1 (la droite), de dimension 0 (le point).

On peut associer la famille de vecteurs (7;J; E) a un point origine d’un repére de 'espace, ce qui a servi dans
le chapitre 1 a définir ’objet (0; T; J; E). La particularité d'un repére cartésien 3D ou 2D est de pouvoir
construire les coordonnées d’'un point d’'un espace par des projections de droites paralléles aux axes du
repeére. L’objet (0; T; J; E)3D étudié dans le chapitre 1 est donc aussi un repére cartésien car chacun de ses
vecteurs est utilisé pour définir un triplet de coordonnées (; ,2,,13). Par contre, un objet (0 ; 7; J; k; f) de
dimension 4 avec (1; J ; k: T) famille libre, ou de dimension 3 avec (7; J ; k: 7) famille liée, ne peut pas
constituer un repére de 'espace 3D.

On comprend alors que ’objet (0; T; J; E) est dans notre étude selon sa configuration spatiale le repére

N -

d’une famille libre ou liée de vecteurs (7;]; k) :

(0;7;7; k) 3D estunrepeére £ 0

(0; 7; J; k) 2D n’est pas un repére J#0

(0;7;7; k) 1D n’est pas un repére k+0

(0; 75 J) 2D estunrepére (0;7;k ) 2D est un|(0;k;7 ) 2D est un
repére repére

(0; 7; J) 1D n’est pas un repere (0;7; k) 1D nestpasun | (0; k; ©) 1D n’est pas un
repére repére

(0; ) 1D estun repére (0; 7)1D estunrepére | (0;k) 1D estun repere

On fait une différence de signe de mesure d’objets entre les différentes écritures d'une méme disposition
spatiale de vecteurs. Les objets (0;7;J; k) 3D et (0; k; ;) 3D sont le méme objet géométrique
donnant les mémes coordonnées cartésiennes des points de l'espace. Cependant les vecteurs I et k ayant
permuté, la mesure du volume de 'objet (0 ; 7; J; E) est de signe contraire a celle de (O ; k; 7; D

Une base contient autant de vecteurs non déductibles les uns des autres par combinaisons linéaires que la

o
dimension de I'espace qu’elle génére. Dans notre étude, on a vu que la famille de vecteurs (7;] ; k) pouvait
se retrouver dans un plan ou sur une droite, formant alors une famille de vecteurs liés.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Combinaison_lin%C3%A9aire
https://fr.wikipedia.org/wiki/Combinaison_lin%C3%A9aire
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Si(0; 7;J; k)est2D, onatrois repéres possibles duplan: (0; 7; 7), (0 ; J; k), (0; T ; k). A chaque fois
un des vecteurs (0; T; J; E) 3D n’est pas utilisable pour la construction cartésienne des coordonnées 2D.

Si(0;7;7; k)est1D,ona trois repéres possibles duplan: (0; ), (0; ), (0; k ). A chaque fois deux des
vecteursde (0; T; J; I_E) 3D ne sont pas utilisables pour la construction cartésienne de I'unique coordonnée

d’un point de la droite, qui n’est pas alors déductible de projection paralléle mais est une donnée empirique
identifiable a un nombre.

Une forme analytique liste les équations des coordonnées d'un vecteur dans un repere. Ici nous cherchons
en premier lieu les coordonnées de 7 A J dans les repéres de toutes les configurations spatiales de la famille

de vecteurs (77 ; k).

La forme géométrique du produit vectoriel dans (0; 7; J; l_c)) 3D est un vecteur orthogonal a deux vecteurs.
Si les vecteurs mis en produit sont non colinéaires, ils définissent un plan et leur produit vectoriel est un
vecteur orthogonal a ce plan (voir en annexe «orthogonalité du produit vectoriel »), dont la norme est la
valeur absolue du sinus de I'angle entre les deux vecteurs de ce plan. Si les vecteurs mis en produit sont
colinéaires, ils définissent une droite et leur produit vectoriel est un vecteur orthogonal a cette droite, dont
la norme est la valeur absolue du sinus de I'angle entre les deux vecteurs de cette droite, c’est-a-dire 0. Le

produit vectoriel est alors bien défini dans (0; 7; j; k) 3D comme 0.

Le produit vectoriel n’est pas défini dans tout espace si un des deux vecteurs en produit est le vecteur nul,
car I'angle entre les deux vecteurs en produit n’est pas définissable.

Le produit vectoriel est défini pour n > 2 sous certaines conditions. Dans (0; 7; J; E) 2D, si deux vecteurs
occupent le sous-espace vectoriel d’'un plan et sont non colinéaires, on ne peut pas définir les coordonnées
de leur produit vectoriel dans (0; 7; 7) 2D, (0 ; J; k) 2D, (0; T ; k) 2D . parce qu'il manque a ces repéres
une dimension pour définir la mesure d’'une longueur, la mesure d’'un angle et I'orthogonalité a chacun de
ces vecteurs. Si deux vecteurs occupent le sous-espace vectoriel d’'une droite et sont donc colinéaires, on
peut définir les coordonnées de leur produit vectoriel dans (0 ; 7; 7) 2D ou (0 ; J; k) 2Dou(0; 7 ; k) 2D,
parce qu'il y a dans ces repéres assez de dimensions pour définir la mesure d’'une longueur, la mesure d'un
angle et la notion d’ orthogonalité a chacun des vecteurs en produit. Bien que le produit vectoriel soit alors
le vecteur nul, il est défini et ses coordonnés dans un repere du plan sont égales a zéro.

Dans (0; T; J; E) 1D, deux vecteurs occupent le sous-espace vectoriel d’'une droite et sont colinéaires, mais
on ne peut pas définir les coordonnées de leur produit vectoriel nul dans (0; 7)1D ou (0; J)1D ou

(0; I_é) 1D, parce que ces repéres n'ont pas assez de dimensions pour utiliser les notions de mesures d’angle
et d’orthogonalité. Le produit vectoriel est alors un objet indéfini dans ces repéres

Le produit vectoriel est défini comme un vecteur (nul si I'angle entre les vecteurs en produit est nul ou plat)
orthogonal a un plan ou une droite, indépendamment du repere dans lequel on I'étudie. Il n’est pas incliné
par rapport a un plan si le repére n’est pas orthonormé. Cependant il est une création subjective de I'esprit
servant a déployer le jeu logique et créatif, il n’est pas une vérité de la nature ou de la logique, mais un moyen
dans un processus naturel (quoique pas toujours possible ou probable) de précision de la vision et de
I'image. On aurait pu faire des opérations de géométries en définissant un produit vectoriel penché sur un
plan, mais cela aurait été moins utile, et sa formulation aurait été plus délicate car il n’aurait pas été unique
selon une orientation donnée de I'espace. Sa formulation serait décrite par tous les vecteurs occupant la
surface d'un cone selon une orientation donnée de I'espace.

L'orientation du produit vectoriel suit une regle subjective d’orientation de I'espace 3D pouvant étre
appliquée par différentes techniques relevant de nos structures de différenciation cognitives, les mémes que
celles permettant de différencier relativement l'un a 'autre la gauche de la droite ou le haut du bas. En
utilisant par exemple la regle des trois doigts on oriente ainsi empiriquement I’espace de fagon directe ou
indirecte, ce qui sous-entend que les produits vectoriels étudiés dans cet espace suivront la méme
orientation. Il est aussi possible par choix d’étudier un produit vectoriel dans un repere qui n’a pas
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systématiquement la méme orientation que l'espace, et c’est ce que nous rencontrons en étudiant 1'objet
(0; T; J; k) dans toutes ses configurations spatiales.

2.2 Définitions d’opérateurs

Les opérateurs §, (psin)et & (ksin) caractérisentl’objet formantle repere dans lequel on mesure les objets
formés sur des vecteurs quelconques. Les opérateurs { et § sont mis en produit pour définir les

coordonnées des produits vectoriels dans un repere D . En effet le nombre de vecteurs formant I'objet
formant le repére de I'espace est alors n.

§, = x1 (lire ¢y, =1 ou, = —1) caractérise I'orientation directe ou indirecte du produit vectoriel dans
I'espace R™

§,=x1 (lire § =1 ﬂgn = —1) caractérise relativement a un choix pour {s I'orientation du repere
(0;€5; . ;8m ' mer; 5 €'n)

On distinguera deux sens d’orientation, directe et indirecte, par la méthode des trois doigts quand cela est
possible (il y a possiblement plusieurs sous-espace euclidien 3D dans un espace nD et {s suit la méme
méthode d’orientation dans tous ces sous-espaces).

Lopérateur §  caractérise I'orientation d'un objet formé avec m vecteurs (voir I'annexe « Permutations de
vecteurs et orientations d’objets »). On choisit librement § , = +1, mais toute permutation dans I'ordre des
vecteurs change le signe de & .

L'opérateur &, caractérise ici I'orientation du repere (0; 7; J; E) 3D par rapport a celle de I'espace s, . Si le
vecteur k est dans la région ou 'on définit 'espace 3D d’orientation directe (en utilisant la regle des trois
doigts sur TAJ),alors (0; T; J; k) 3D est d’orientation « directoide », et dans ce cas &, est du signe qu’on
a choisi pour ¥, qui caractérise 'orientation directe du produit vectoriel dans I'espace 3D.

Si le vecteur k n’est pas dans la région ou I'on définit 'espace 3D d’orientation directe (en utilisant7A7J),
alors (0; U; J; I_é) 3D est d’orientation « indirectoide », et dans ce cas &, est du signe contraire a celui qu’on
a choisi pour s, qui caractérise l'orientation directe du produit vectoriel dans I'espace 3D.

Si le vecteur k est dans la région ou on a définit I'orientation de I'espace 3D comme indirecte (en utilisant
UA]),alors (0; 7; J; k) 3D est d’orientation « indirectoide », et &, est du signe de celui choisi pour ¥, qui
caractérise 'orientation indirecte du produit vectoriel dans I'espace 3D.

Si le vecteur k n’est pas dans la région ou on a définit l'orientation de I'espace 3D comme indirecte (en
utilisant7 A j),alors (0 ; T; J; k) 3D estd’orientation « directoide », et £; est du signe contraire a celui choisi
pour {5, qui caractérise l'orientation indirecte du produit vectoriel dans I'espace 3D.

L'opérateur &, = +1 continue de caractériser ici les orientations de (0; 7; J; E) 2D ou 1D.

Pour n = m > 3, on ne peut rien visualiser. On se contente de donner les orientations de I'espace nD et de
l'objetnD,etonay,.§, = £1
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2.3 Forme analytique de 7 A jdanslerepére (0; T; j; k) 3D

On rappelle alors la définition portant sur les paramétres définissant (0 ; T; J; E) 3D:
sin(@,]).sind# 00U k L (0;7;])2D

Deux vecteurs de I'espace 3D, nuls ou non, peuvent étre translatés sur une méme origine pour former un
plan de I'espace, et le produit nul ou non de ces vecteurs est toujours défini dans la troisieme dimension de

©;71;7; k).

Wy=1;&6=Dou(,=-1;§=-1)
TAJ=0C —,.£,.0D

Pk =1:(TA)) et k en conjonction

(¢3=_11§3=1) 0U(¢3=1;€3=—1)

{AJ=0C —,.£,.0D

Uy =—1:(TA]) et k en opposition

(¢3=11 §3=—1)0U(l']3=—1, §3=1)

{A]=0C —,.£,.0D

Uy =—1:(TA)) et k en opposition

(¢3=_11€3=_1) OU(¢3=1;§3=1)

{AJ=0C —,.£,.0D

P83 =1:(TA)) et k en conjonction
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Dans tous les cas on reconnait que :

sin(i,j).siné+ 0

OF + 6, donc S est défini :

-

-

On écrit la forme analytique de T A J dans (0; T; J; k) telle que :

AT G@ADx . @ADy @ADL
0Ll —0un T + k) ~ {)x-T + @y g+ @)z k

Concordances logiques des apparences

Dans la figure ci-dessus, la mesure algébrique OV = |[T A ] ||=|sin(Z,))| est toujours définie positive dans son

YAZ” ). Cependant la coordonnée de sur I'axe (0; k) durepére (0; 7; J; k) dépend de

[ITA]

751
[|TAT

J

repére local (0;

Uy £y

> o>

On écrira donc une mesure algébrique de OV dans (0; L J; E) qui n’est relative qu’a {s,. &, et |sin(Z,])| (et

pas a un ou plusieurs axes de coordonnées de (0; . ﬁ) :
oV = {,.&,. |sin(T, )|

Si on conserve 'idée que le vecteur unitaire k pointe toujours un demi-axe de coordonnées positives, alors
on observe dans toutes les figures ci-dessus que dans le repére (0; [ E k) les mesures algébriques DC et
AC sont du signe de {s,. §; ou du signe de (ij),

Siy,.65 =1ou(ij), >0:

ovV=DC>0

Siy;.65=—1ou(y),<0:
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OV =AC<0

Dans le repere (0 ; f ; 7;), le signe des mesures algébriques DC et AC doit en principe dépendre des mesures
algébriques (ij), et sind. Mais on a permis, dans notre modele, que sind soit positif ou négatif. On écrira
donc:

Siy;.& =1ou(i), >0:
DC = (ij),.|sinod |

Siv,. &, = —1ou (i), <0:

AC = (ij),. |sind |
On écrira donc toujours :

|sin(@, )
|sind|

(N2 = 3. &

Formulation des coordonnées

On a donc :

— |sin(,])] -

oC =y, .&.————.k

Us-& |sind)|
Soit:
IN=0,.&.| ————-k—0D
J = W38 < |sind|
OF 0D o . A . . -

On a, avec Tl = Teodl vecteurs unitaires pointant le méme demi-axe de coordonnées positives dans un
repére (O ;%) de la droite (OD) :

( oOF
|[OF ||
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Ona:
— |15 = OF
OD_“ || ||OF ||

La norme de OD est par convention une quantité positive ou nulle.

Avec —?”5 < ;ﬂ , donc cosd > 0, on écrit :

15| = 10c1.coss = G0k cos?
| |sindl

— |sin(@))|.cosé OF
= _ Isin(i])

|sind| 110F ||

Avec :

— |sin(@ )| sin ((Zj) -z OF)) . sin(?,ﬁ) .

OD = ————=—.co0s 9. — At —— .J

|sind] sin(, ) sin(Z,))
OF i -)’_))_ #'ﬁ — i 1.0F —
Pour — = Sm((l_J a(f )). Sw,l(l;O e ) .J, voir la démonstration dans 'annexe « Angles et coordonnées ».
||OF || sin(T,)) sin(t,))

On a, avec sin ((?,f) — (?, ﬁ)) = —sin(f, ﬁ) :

sin (T, - |sin(T, sin(7, OF _  sin i, OF .
AT =,.&;. | _( Dl.k—| ,( Dl.cosb‘. — _(]q ).l-l- ,(e ).]
3 |sind |sind sin(i, ) sin(i,))

Qu’on peut présenter de fagon plus commode :

|sin(?,f)|.sin(f,ﬁ).cos§ .
1

U3 & |sind|. sin(Z,))
A bt |sin(@, )| sin(i, OF).coss _,
sin(1,)).sind#0 3733 |SiTl5|.SiTl(?,D .
|sin(3,])]| - /
. ————k
U & |sind|

k 1(0;i;7)2D

OF = 6, donc dn’est pas défini eton a kL (0;7;7) 2D comme condition décrivant le repére (0; (¢ E)BD.
Dans ce cas on a simplement dans (0; i; J; E) :
0.7
ing 0.j
KL(01)20 \ s, &,. Isin(3, 7)1 k

Note : rappelons que, dans le programme informatique, comme on [’a vu au chapitre 1, on utilise la variable
"korto" tel que k non L (0;7;7)2DoulD < korto = 0 & Perception empirique au début de I’étude
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k' (0;7;7)2DoulD & korto = 1 & Perception empirique au début de I’étude
On se sert donc des conditions suivantes pour définir kL (0;7;7)2D :
[korto = 1ET sin(i,]) #0] @ k L (0;7;]) 2D

On rappelle que dans tous les cas ou 8, y, u sont définis, on peut caractériser [’existence de (0;7;J; E)BD par :

sin(,)).sind+0 _ & sin(J, E).siny #0 o sin(E, 0).sinu# 0= (0;37; E)SD
knonl(0;;j)2D knonl(0;T;j)2D
Tnonl(0;j;k)2D Tnonl(0;j;k)2D
jmonl(0;k;i)2D JnonL(0;k;1)2D

Et aussi :

[E) 1 (0;7;7)2D outv L (0 ;f;E)ZD ouj L (O;E;?)ZD] = (0;?;]; E)3D

2.4 Forme analytique de j A k danslerepére (0; T; j; k) 3D

La définition logique de (0 ; T; J; E) 3D portant sur les variables de (O e k )ZD est:

sin(j, k).siny# 0 0U T L (0;];k )2D

sin(j,k).siny # 0
0G # 0, donc v est défini eton a sin(f, I_c)) siny # 0 comme condition décrivant (0;7; J; E) 3D.
On utilise laméme disposition de vecteurs . On utilise 'angle y = (ﬁ, ?), eton suitles mémes raisonnements

que pour I A J. On prend garde que OC’ désigne (jk), et non pas (jk),. De méme OG' désigne (jk), et non
pas(jk),. De méme OE’ désigne (jk), et non pas(jk).

k), = OF'

D’ou la formule analytique de ce produit vectoriel par un raisonnement analogue a celui ayant établi 7 A J':
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|sm(], k)l ;
|sinyl

sin(7, E)l.sm(k,OG).cosy .
|sinyl. sin(j, k) '
|sm(], k)l sm(j,OG) cosy 7

3" =3

TNk ;. ;.
sin(jk).siny#0

ety |sinyl. sin(j, k)
Note : on a donc utilisé la formule :
0G B _sin(l_c),O_G)) = sin(j,0G) —
110G || sin(J, E) . sin(J, E) '

Le point E'est situé toujours sur l’axe des abscisses, qui est aussi dans cette formule l’axe a partir duquel on mesure
les angles (I’axe sur lequel on superpose mentalement [’axe des cosinus du repere trigonométrique). De méme le
point G'est situé toujours sur l’axe des ordonnées. C’est donc un faux probléme, en considérant la figure ci-dessus,
de se demander si E' et G' peuvent étre intervertis, puisque tout est défini dans la formule ci-dessus, qui n'utilise

I
pas d’autres réalités géométriques que les mesures entre les vecteurs J,k, OG. Si on veut vraiment suivre un
procédé deéductif, on écrira :

0G . 3F - 30 = _(_ sin(k,0G) 7) _ <sin(j’,0_6)) F)

0G| (07%) (o) sin(j,k) sin(,k)
(0:7%)
o= or o7 —-(- U2 ) (D) ;) (o7 |- (o )
0611 (k) (o) sin(k.J) sin(k.j) (05:8)/)  \(0:7%)
(Ok]

Dont on conclut que les points E’ et G’ peuvent s intervertir :

sin(E,O—G)) = 5¢ = oF _sin(f,O_G)) -

0—E;=0—G;=—ﬁ.];0G’— = o>y -
(0:;3:8)  (0:k:)) Sm(JJk) (0:5:k)  (0:ik:7) Sm(l'k)

... pour désigner toujours les mémes objets, qui sont ce qu’ils sont indépendamment des repéres dans lesquels on
les mesure :

0G 0G e -
— = — JAk = JAk
[|oG || [l0G || (0:%)  (0:%:))
(0:7:k) (05%:7)

l

Plus généralement, n’importe quelle disposition spatiale des vecteurs ] ANk ; U; ] ; k dans la figure ci-dessus aurait

permis de raisonner en analogie avec le calcul des coordonnées de T A J.
T 1(0;7;k)2D

0G = 0, donc yn’est pas défini etona sin(f, E) #0et? L (O;f; k ) comme condition décrivant (7;J; E) 3D.
Dans ce cas on a simplement dans (0; [ E) :
. Uy &5 |sin(f, k)I.7
JN\k 0.7
T1(0;7;k )2D 0%
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2.5 Forme analytique de k A7 danslerepére (0; i; j; k) 3D

La définition logique de (0 ; 7; J; k) 3D portant sur les variables de (0; k; U)2Dest:
sin(k,7).sinu#0 OU T L (0;k;7)2D

sin(E, 0).sinu+ 0
0Z + 0, donc u est défini eton a sin(l_c), T). sinu # 0 comme condition décrivant (0; T; J; E) 3D
On utilise I'angle u = (ﬁ,j’), et on suit les mémes raisonnements que pour 7 A j. On prend garde que 0C"
désigne (jk), et non pas (jk),. De méme OG" désigne (jk), et non pas(jk),.De méme OE" désigne (jk), et
non pas(jk),.

— N

- - - - I( /\ l CH
kAT = [sin(k AT)|.——— =0
o KDY g
¥ .
/’ A :
- - I
| 1
J’ I
. J '
| | 1
- - I I
""""""" e I 1
............. /-’ 1 1
;,’ | (kl)x = OG” : ------- ;
/ | HIII ..................... '
| B e Lo ,.[;:' |
, — Py - |
— \ . H. i o
_"'-,,_‘“‘ O -
K aae
(kl)z = OE’_’.

D’ou la formule analytique de ce produit vectoriel par un raisonnement analogue a celui ayant établi 7 A J':

|sin(k,7)|. sin(k, 0Z).cosu _,
. ]

- o2
353 |sinu. sin(k, l)
Fad (D)
sin(ﬁ,i).sin/ﬁto |Sln,u|

|sin(k,?)|. sin(%, 0Z). cosu v
33 [sinul. sin(E, 0) '

7 1(0;k;i)2D

0Z = 0, donc un’est pas défini eton a sin(E, ) #0et; L(0; k; ) comme condition décrivant (7; ] ; k) 3D.
Dans ce cas on a simplement dans (0; [ E) :
0.7
kf\? ¢3.§3.|sin(k,f)|.f
i 0.k
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2.6- Produits vectoriels des vecteurs unitaires dans les repéres de (0 ;4T z)ZD

» )

(0; % J; E) 2D est un plan, il est pour lui-méme un espace 2D .

Lopérateur ¢, = 1 ou, = —1 caractérise I'orientation de I'espace 2D.

Lopérateur &, = 1 ou &, = —1 caractérise l'orientation de I'objet (0; 7; J ; E) 2D. On affecte donc a
I'énumération 7; J; k le signe quon veut.

Le produit vectoriel de tout couple de vecteurs unitaires colinéaires est défini, bien que nul selon sa
définition géométrique, car le plan est un espace pour définir I'orthogonalité a cette droite. L'orientation du

vecteur nul n’a pas de sens.

Le produit vectoriel de tout couple de vecteurs unitaires non colinéaires n’est pas défini dans un espace 2D

-

On rappelle un jeu de paramétres définissant (0; . k) 2D:

[sin(,)) #+ 0 ET sind = 0] OU [sin(1,]) = 0 ET sind + 0] OU k L(0;7;7)1D
Note : dans le programme informatique, on utilise une instruction commune aux plans et aux droites pour définir
["orthogonalité.
L'instruction k L (0 ;7;7)1D est donc définie par [ sin(i,J) = 0 ET kL (0;7;7)1D]
*
On a avec ce jeu de parameétres :

¥, = =+1
sin(i,)) # 0 > ( > = UAJ=indéfini
(0:7k)2p \&; = £1

U, = +1 TAJ=10
> = k = indéfini
[4

= indéfini

sin(3,)) =0 > (

(0:57k)2p \ & = £1

{Aj= 0 estdéfini dans les repéres (0;7;k )2D et (0;k;7)2D

L!Jz - i_l
sin(j,k) #0 = ( ) = JAk = indéfini

U, = +1 TA] = indéfini
) = jAk=10
kAT = indéfini

Ak = 0 estdéfini dans les repéres (0; E;?)ZD et (0;7;7)2D

~

ES

I
H

1

Il
-+

. b,
sin(k,7) #0 = (
1

= k AT= indéfini
(O; 17 Tc) 2D 63
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U, = +1 TA] = indéfini
sin(k,7) =0 = ( > = | JAk = indéfini
(0t 7k)2p \ & = +1 EAT=0

kAT= 0 estdéfini dans les repéres (0 7; k )ZD et(0;7;7)2D

Note : On a noté des implications et pas des équivalences. Pour les cas de nullité du produit vectoriel, par exemple,

la réciproque n’est pas toujours vrai : on peut avoir | A k= indéfini dans (0; % J; E)_?D et sin(E, )#0
kkk

—.

2.7 Produits vectoriels des vecteurs unitaires dans les repéres de (0 ;4T k) 1D

(0; T; J; k) 1D est une droite, il est pour lui-méme un espace 1D .

Lopérateur y; = 1 ouy, = —1 caractérise l'orientation de I'espace 1D.

Lopérateur &, =1 ou & = —1 caractérise donc l'orientation de (0;7; 7] ; k) 1D. On affecte donc a
I'énumération 7; J; k le signe qu’'on veut.

Le produit vectoriel, méme nul, de tout couple de vecteurs unitaires n’est pas défini dans un espace 1D .

b, =1 LAJ = indéfini
[sin(Z,)) = 0 ET sind = 0] = ( ) = | FAKk = indéfini
& = *1 kAT

C’est seulement une implication pour ces cas de non-définition du produit vectoriel, car la réciproque n’est
pas toujours vrai : on peut avoir par exemple k A = indéfini dans (0; ¥; J; k)2D etsin(Z,)) # 0

—.

2.8 Coordonnées de points et vecteurs dans les repeéres de 'objet (0 ;U T k)

Apparences et descriptions

Si la réalité d’'un ou plusieurs objets est observable ou décrite dans un espace de dimension n, on doit
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prendre les coordonnées de ces objets dans un repére de dimension m = n. Si on prend les coordonnées de
ces objets dans un repére de dimension m < n, ce qu'on mesure ne correspond pas aux apparences de ces
objets (angles, normes, produit scalaire et vectoriel...).

On voit bien sur la figure ci-dessus que u n’est pas 0U’, on ne mesurera donc pas ||| € (0;T:; E)BD dans
un repére 2D ou 1D de I'objet (0; LT E)

Coordonnées dans le repére (0; i; J; k) 3D

Les coordonnées dites « cartésiennes » de n'importe quel point de I'espace (0; . E) 3D s’obtiennent
comme suit : on projette le point M parallélement a la droite (0, K) dans le plan (0,7, ), on obtient alors le
point M’. On projette le point M parallélement a la droite (0, M") sur la droite (0, K), on obtient le point M,.
On projette le point M’ parallélement a la droite (0, I) sur la droite (0, /), on obtient le point M,,. On projette
le point M’ parallelement a la droite (0, J) sur la droite (0, ), on obtient le point M,,.

On peut faire le méme raisonnement en projetant le point M parallélement a la droite (0, I) dans le plan
(O,f, E), ou parallelement a la droite (0,]) dans le plan (0, E, ?), on obtiendra toujours le méme triplet de
coordonnées.

On s’apercoit que si (0; . I_c)) 3D s’écarte d’'une configuration orthonormée, les coordonnées sur les axes
peuvent devenir trés grandes par rapport a la distance |OM| d'un point M mesurée en ligne droite depuis
I'origine du repére. Pratiquement, si (0; 7; J; k) 3D tend infiniment vers un « aspect » de (0; 7; J; k) 2D ou
1D, les coordonnées de M deviennent infinies pour une distance |OM| finie :

Note : si on avait choisi de dessiner le vecteur k avec une apparence deux fois plus longue que le vecteur 7, tout en
attribuant la norme 1 a ces deux vecteurs, la méthode de projection de coordonnées par droites paralleles décrite
Ci-dessus identifierait toujours aussi bien un point de [’espace, mais la distance |OM| devrait étre mesurée selon
l’apparence de k ou de 7, elle ne serait pas intelligible avec les deux simultanément. On peut donc prendre
conscience que la mesure |OM| se fait selon une norme et une apparence.
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*kxk

Ci-dessous une autre figure mettant en évidence un vecteur AB construit sur les points A et B et le
représentant u de AB en 0. Le point O est I'origine de tous les repéres de (0 ; T; J; I?), et ses coordonnées
sont toujours toutes nulles. Le vecteur u est le vecteur allant du point O au point u qui s’écrit: u’ =0u =
(Uy — 0x). T+ (uy — 0y).] + (uz — 0y). K=, 7+ Uy.j + Uy k.

On y constate les compositions vectorielles suivantes : & = AB = A0 + OB, mais aussi en fonction de
composantes du plan (0;7;]) : W =0U' + 0Uz =AB = BxB' + 0Uz

Coordonnées dans les repéres (0; i; j; k) 2D

Le programme informatique évaluera quels sont les repéres 2D disponibles parmi (0 37 k )ZD ,
(0;7;7)2D,(0;k;7)2D, en fonction de la configuration de l'objet (0; ; J; k) 2D.

Dans (0; . E) 2D on ne peut pas donner un triplet de coordonnées cartésiennes x ; y; z.a un repére 2D,
parce que leurs valeurs seraient infinies avec la méthode par projections de droites paralléles employée
pour(0; T; J; I_é) 3D. On supprime donc une dimension, au choix parmi 7; J; k pour identifier un point du plan,
en méme temps que la méthode par projections de droites paralléles devient différente. On écrit donc, si on
peut supprimer k et qu’on se place dans le repére (0;7;])2D :
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. OM||.sin[]) — (L, 0M - OM||. sin (1,0M
oir  OWllsin[G) — LOM)] o 1O sin (1OW)
sin (1,)) sin (1,))

Le vecteur k , figuré en gris, est toujours présent dans le plan et orienté comme on voudra, mais on ne s’en

sert pas. On aurait pu ne pas le dessiner. De méme, si on donne les coordonnées de M dans (0 e k )ZD, on

supprime 7. Si on donne les coordonnées de M dans (0 ; k; 7)2D, on supprime 7.

Coordonnées dans les repéres (0; T; J; E) 1D

Les trois repéres (0;7)1D , (0;71)1D, (0 ; k )1D sont disponibles dans la configuration de I'objet
(0; . E) 1D.

-
Dans (0; U k) 1D on ne peut pas donner un triplet de coordonnées cartésiennes x ; y; z. ni une paire x ;

y, a un repére 1D. On supprime donc deux dimensions, au choix parmi 7; J; k pour identifier un point de
I'espace. On peut alors utiliser avec des résultats finis dans la droite la méthode de coordonnées cartésiennes

et on écrit donc si on supprime k et J et qu'on se place dans le repére (0;17) :

OM = OMx = OM .7 ; ||[OM||=|0M]|

Les vecteurs J et k sont toujours présents sur la droite et orientés comme on voudra, mais on ne s’en sert
pas. On aurait pu ne pas les dessiner.

2.9 Produits vectoriels de vecteurs quelconques

Forme géométrique de % A dans1'objet (0; T; j; k)

La forme géométrique de U A ¥ est toujours définie dans un espace s'il contient assez de dimensions pour
modéliser la mesure d'une longueur (définie pour n > 0), la mesure d’un angle (définie nul pu plat pourn >
1) et la notion d’ orthogonalité a chacun des vecteurs en produit.

On pose que la forme géométrique de U A ¥ est toujours définie dans (0;7;J;k)3D siu Oet? = 0.Mais si
i = 0 et/ou & = 0 alors i A ¥ n’est pas défini car I'angle (%, ¥ ) n’est pas défini.
On rappelle la forme géométrique de ||i A || comme I'aire du parallélogramme qui est construit sur i et ¥ :
G@Asl = |l |13l].Isinc, )
Uu#0 et v#0
A

Ci-dessous sa forme analytique dans un repere local (0; %) del'espace (0; 7; J; E)SD :

- -

s N _ — - . — >
ing = |18l IsinGl, D)) e
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Forme analytique de % A ¥ dans le repére (0 ; T; j; k)3D

On pose qu’elle n’est pas définie dans (0;7;J; E)SD siti = 0et/ou® = 0,car Langle (%, ) n'est alors pas
défini. Méme si cet angle semble absent dans la présentation de I'écriture analytique.

UAV = _ indéfini
w; 17)6(0;7.';7;k)3D
U=0 et/ou =0

Figure avec U le représentant en O d’un vecteur AB et le représentant en O d'un vecteur CD dans un espace
orienté indirect avec (0 ; T; J; k) directoide :

Tous les cas de définitions possibles des produits vectoriels des vecteurs de bases ont été traités. Il suffit
donc de développer la formule générique.

Avect (Uy. T+ Uy.J + Uy K) et % (0.7 + vy.J + v, k) on a la formule :
UAD=@AD),+ @AD), + @AD), =), T+ Wv),.] + (wv),.k
Dont on explique les mesures algébriques (les coordonnées (uv);) en la développant :
UAD=el+ uy] + upk) A (0.7 + vy.] + v,.k)

En éliminant les produits vectoriels des vecteurs colinéaires : TAT=JAJ=k Ak = 0, et en tenant compte
queIAJ=—( A7) ontrouve:

UNTV= (UpVy — Uy V). (TA]) + (uy.vz—uz.vy).(fAE)+ Uy Vy — Uy 1,). (K AT)

On met en évidence les coordonnées des produits vectoriels des vecteurs de bases :
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(TAJ)=DwT+ @y ] + @k
(]_)/\ k)= (ik)x-?+ (ik)y-j + (k). k
(kATD)= (ki) T+ (ki)y.f + (ki),. k

Onadonc:
UAD= (U vy =y ) [(()x T+ @)y] + () K]
+ (Uy vy — Uy )[R T+ (K)y] + (), K]
+ (Upe Uy — Uy ). [ (k) T+ (d)y ] + (KD K]
Soit :

WAD)y = (U Vy — Uy V). () - T+ (Uy. V7 — Uz V). () - T+ (Uge U — Uy ;). (ki) . T
@A)y = (Uy.Vy — Uy V) .(0)y. T+ (Uy. V7 — Uz 0)). () y. T+ (Uge U — Uy 0;). (ki) T
WAD), = (Up-Vy — Uy V)(§) 2k + Uy Uz — Uz 0y).(K) 2 b + (U Uy — U V). (k)2

On a donc les composantes :

Wv)y = (U Vy = Uy V) () + WUy Uz — Uz Vy).() xc + (Ug Uy — Uy V). (KD
W)y = (Ux. vy — Uy V). (0)y + (Uy. U — Uz 1)).(GK)y+ (Ug. Uy — Uy 1) (kD)
W), = Uy Vy — Uy 1).((); + (Uy. U — Uz 1),).(K)  + (Ug U — Uy ;). (kD)

Qu’on présente plus clairement :

— -
UAND

(% 17)6(0; 737 k)3D
1#0 et b#0

[(U- vy = Uy vy). () + (Uy-V; — Uz ). (GK)x + (Up Uy — Uy V). (ki)y]. T

[y = W@y =7 (i = W) (i 9p (W = vt (D17

[y vy — wy. ). (@) + (Uy.v; — w,. ). k), + (uz-vx — ux.vz).(ki)z].E

Les calculs dépendent de nombreux parametres et se font a l'aide du programme informatique
téléchargeable avec le lien en annexe.

Note : on retrouve I’aire du parallélogramme engendrée par les vecteurs wet ¥ situés dans un plan, par exemple
(0; T; J) 2D avec sin(l,]) = 1. La formule précédente donne, dans un repére orthonormé (0; 07 k)3D :

bl 4 .. 7
UuAv = (Ux- Dy — Uy x). (). K
(0;%;7; k)ortho
(u’; ¥)e(0;7;7)2D

U#0 et B=0

(Ux-Vy — Uy.Vy) est le déterminant des vecteurs U et U du plan (0; T; ) 2D dans un repére (0; T; J; E)3D.
La mesure (ij), = ;. &. |sin(Z, )| vaut £1. Si le repére orthonormé est d’orientation directe dans un espace

d’orientation directe, alors (ij), = 1.

Dans ce cas particulier de (0; e k) orthonormé, la valeur absolue du déterminant est [’aire du
parallélogramme construit sur W et ¥ pour (W, V) € (0; U; J) 2D. De fagon générale, si on peut lui conserver
une mesure algébrique, on parle d’aire orientée (par le signe, il n’y a pas d’autres raisons).

Le déterminant est un nombre. Il peut étre calculé sur des matrices carrées d’autant de coordonnées vectorielles
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qu’il y a de dimensions d’espace, s’il est nul la famille de vecteurs sur laquelle il a été calculé est liée.

-, =

UAV

est aussi une forme analytique dans le repere (0; e )1D

UAD = |[1dl|. [IZ1]- Isin(@d, D).
U#0 et ¥#0
(ﬁ’- v )e(o-i;j;%)w

II/\

. Avec vecteur unitaire de [’espace orienté selon i, avec (U,V) l’angle entre les vecteurs U et v dans

|| U ||
(0,4,v)2DoulD, orienté de la fagon dont on voudra, puisque |sin(u, v)| laisse U A U suivre toujours le sens de
UND . . \ , . 7 T . \
T Le vecteur produit vectoriel reste a sa place dans [’espace euclidien, quelle que soit [ orientation du repére
3D dans lequel on lui donne sa forme géométrique.

Forme analytique de % A D dans les repéresde (0 ; i; j; k)2D
Si i et ¥ non nuls sont non colinéaires, il n y a pas assez de dimensions dans (0; 7; J; k) 2D pour définir le
vecteur 4 A ¥ comme orthogonal a (0 ; u; ¥) 2D.
UAD = _ indéfini
@;¥)e(0;1; 75 k)2D
1#0 et D=0

UELD

Cependant, I'aire géométrique du parallélogramme construit sur les vecteurs 1 et ¥, que I'on identifie aussi
alanorme ||17 A 1'7’|| du produit vectoriel, est défini dans un repére 2D ou 1 D par :

|1 A 9| = A||17||.|Iﬁ||.|sin(ﬂ,17)|

O

|1 A 9| = |sin(f,f).(ux.vy —uy.vx)|
etv+

<l
H
ol
S
[=}

Sii et  non nuls sont colinéaires, il y a assez de dimensions dans (0 ; 7; J; k) 2D pour définir @ A % comme
orthogonal a (O ; u; v) 1D (qui est la droite(OUV)) :

UAD = 0
w; 17)6(0; 7 k)ZD
U0 et D#0
U=1.9

Etsi (', ) n’est pas défini :
® A D) = _ indéfini
@W; E)E(O;f;j;k)ZD

=0 et/ou =0
Pour deux vecteurs non nuls mesurés, par exemple dans le repére (0; 7; j) 2D:

— - - - u u
U=AVS (Uy.T+uy.j) = A (vx.1+vy.f)(:>v—;‘=v—:=)\(:>ux.vy—uy.vx=0

La quantité u,.v, — u,.v, est le déterminant de deux vecteurs dont les coordonnées sont prises dans un
repere du plan.

Le déterminant dans un espace de dimension n évalue si deux vecteurs dans un espace de dimension 2 sont
liés dans une droite (colinéaires) ou libres dans un plan, ou que trois vecteurs dans un espace de dimension
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3 sont liés dans un plan (coplanaires) ou libres dans un volume, ou que 4 vecteurs dans un espace de
dimension4 sont liés dans un volume ou libres dans un objet 4D, etc. Son usage est donc d'une portée bien
plus générale que I'évaluation de la colinéarité.

Sil'on veut évaluer dans un volume si deux vecteurs sont colinéaires avec des coordonnées 3D, On évalue la

. e u u u y s . . , . . . , .
triple condition v—x = v—y = v—z qu’'on peut réécrire en annulant I'indétermination de la division par zéro si
x y z

certaines coordonnées sont a zéro :

[ Uy vy = Uy.v5) ET (uy. v, = . 0)) ET (Up. v, = Uz vy) | @ U= AV

Ce qui revient a évaluer dans les plans (0; ;) , (O;f; l_c)) , (0; k; ?) trois déterminants de couples de vecteurs
formés sur les coordonnées de U et .

Forme analytique de % A ¥ dans les repéres de (0; 7; J; k)1D

Quels que soient i et ¥ il n'y a pas assez de dimensions dans (0; T; J; k) 1D pour définir i A ¥ comme
orthogonal aux vecteurs colinéaires i etv:
UAD = _ indéfini
@;¥)e(0;7; 75 k)1D
1#0 et D=0
Etsi (W, ¥) n’est pas défini :
UAD = _  indéfini
@;¥)e(0;7; 75 k)1D
=0 et/ou v=0

2.10 Produit scalaire

Forme géométrique de 1 ® ¥ dans!'objet (0; T; j; k)

X% estun nombre, WX est défini dans toutes les dimensions supérieures a 1 de (0; 7; J; k). Langle
(@, %) n'est pas définisii = 0 et/ou B = 0.

X% est donc défini pour # 0 et ¥ % 0 ;

uXv = ﬁ||iZ||. ||17||.cos(ii,17)
U#0 et V0

Forme analytique de % X ¥ dans le repére (0; 7; J; k)3D

De méme, la forme analytique de %K% est définie pour # 0 et ¥ # 0. On rappelle ici les mémes remarques
que dans « apparences et descriptions » : si la réalité des vecteurs i et U est observable ou décrite dans un
espace de dimension n, on doit prendre les coordonnées de ces vecteurs dans un repére de dimension m >
n. Si on prend les coordonnées de ces vecteurs dans un repére de dimension m < n, ce qu’'on mesure ne
correspond pas aux apparences.

> - - - i
Avec U (Uy.T,Uy.J, Uz k) et U (1y.T,v).],V,. k), 0na:
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UKD = (Uy.T+ uy.j + u,. k)X (v T + vy ] + vZ.E)

N

= TR7T + IR + IRk + TRT + TR+ TRk
= Uy U TXIT + Uy 0y TR ] 4 Uy 1,0 Uy Uy J T + Uy vy JR J+ uy. v, ]

+u, v kT + uz.vy.Ef+uz.vZ.EE

Wi 18 T Wi Wy 1P Wk U A GOS0 (@09 AP U )

uK v . =
@@ 9)e(0:T:%)3D +cos(] ,k). (uy.vz + U,. vy) I cos(k, l). (Ug- vy + Uy vy)
1#0 et 5#0

Etsi (W), ¥) n’est pas défini :
ulXlv = _  indéfini
@; ¥»)e(0;37:k)3D
=0 et/ou =0

Forme analytique de % X ¥ dansunrepérede (0; T; j; k)2D

On met certaines coordonnées a zéro dans la formule précédente en fonction des reperes :

X

— - -
ulXlv = Uy VU + Uy Uy + CcOS(L, ). (U,. UV, + U,V
@;ne©ij)zp © 1 VY @1 (- y y: V)

U#0 et D=0

Sl
X
<

= u,vy +ugv, +cos(f k). (uy. v, +upvy)
@; ¥)€(0;];k )2D
U#0 et ¥#0

UK = Uy Vy + Uy Uy + €05 (K, D). (Ug. Uy + Uy 1)

uklv = _  indéfini
w; ﬁ)E(O;f;j;k)3D
=0 et/ou v=0

Forme analytique de % X ¥ dansunrepérede (0; ; J; k)1D

On met certaines coordonnées a zéro dans la formule précédente en fonction des reperes, tous les angles
sont nuls ou plats, on peut définir le produit scalaire en 1D a partir de cette restriction du concept d’angle,
puisque la norme des vecteurs est définie en toutes dimensions :

Uk = Uy Uy ; UKD = Uy. vy ; UKD = Uy,
(u’; ¥)e(0;D)1D (w'; v)e(0;))1D @; P)E(0;k)1D
##0 et 5#0 1#0 et 5#0 70 et B0

Etsi (', V) n’est pas défini :
uXv = indéfini

@; ﬁ)E(O;Y;];%)lD
=0 et/ou 5=0
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2.11 Normes de vecteurs dans les reperes de I'objet (0 T E)

Le programme informatique liste les repéres disponibles dans I'objet (0; T E) en fonction des parametres.
On fait les calculs en permettant a 'observateur de choisir deux vecteurs, % et ¥, construits sur les points
AB,C,D tels que :

e

w =AB
v =CD

On lui demandera, pour simplifier, de les choisir tous deux dans un méme repere.

Dans (O; LT E)lD on trouvera toujours les repéres (0;1)1D, (0;))1D , (0; l_c))lD. Dans ce cas on demande
al'observateur dans quel repére il désire donner les coordonnées de ses points de I'espace.

AB° = (Bx—Ax).i=(AxBx).T ; CD = (Dx—Cx).T=(CxDx).T
AB €(0;0)1D CcD e(0;0)1D
Ou
AB"__ = (By—Ay).j=(AyBy)j ; CD _ = (Dy—Cy).j=(CyDy).j
AB €(0;))1D CD'e(0;)1D
Ou
AB . =. (Bz—-A4z) k= (AzBz).k ; CD .= (Dz-cC2 k= (CzDz).k
AB'€(0;k)1D cD €(0;k)1D

Dans (0 LT E)ZD Le programme informatique évaluera quels sont les reperes 2D disponibles parmi
(0;7;k)2D , (0;7;7)2D,(0;k;7)2D, en fonction de la configuration de 'objet (0; #; J; k). Bien que cet
objet contienne aussi les trois repéres 1D, il n'y a pas d'intérét a recommencer la modélisation précédente.
On demandera a I'observateur de situer ses quatre points dans un méme repére (disponible) :

ABS = (AxBx).T + (AyBy).] ; CD = (CxDx) .T+ (CyDy).J
AB€(0;1;7)2D CD€(0;1;7)2D
Ou
AB° = (AyBy).J +(AzBz).k ; CD = __ (CyDy).]+ (CzDz).k
AB'€(0;j;k )2D cD'e(0;];k )2D
Ou
AB’ (AzBz).k + (AxBx).i ; CD_ = (CzDz) .k + (CxDx).%

ABe(0 % i1)2D CD'e(0 % 51)2D

L'objet(O; [E E)3D estlui-méme un repére. Bien qu’il contienne aussi les trois repéres 1D et les trois reperes
2D, il n'y a pas d’intérét a recommencer les deux modélisations précédentes. On demandera de situer les
quatre points dans ce repére 3D :

= (AxBx).T +(AyBy).j+(AzBz).k
AB€(0;1;7;k)3D

= (CxDx).i+(CyDy).j+ (CzDz).k
AB'€(0;1;7;k)3D

Pour un peu plus de légéreté dans la présentation, on donne maintenant les formules en notantu’ = AB et
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Normes de vecteurs dans I'objet (0 ; T; j; k)

Les normes des vecteurs sont définies dans toutes les dimensions de (0 ; 7; J; l_c)), etmémesi(0; 7; J; E)
n’existe pas (pour n = 0).

Normes de vecteurs dans les repéres de (0 ; 7; j; k) 1D

On rappelle que ces repéres sont définis par les parameétres tels que : sin(;,j) = 0 ET sind= 0

On a simplement :

|1 luel 5 121

|uy| Rl = |

we(0;)1D we(0;)1D we(0;k)1D

Normes de vecteurs dans les repéres de (0 ; 7; J; k) 2D
On rappelle que ces repéres sont définis par les parametres tels que :
[sin(Z,)) # 0 ET sind = 0] OU [sin(i,]) = 0 et sind #+ 0] OU k 1(0;7;7)1D

On raisonne sur la figure suivante :

Note : Le repére du plan est orienté par le sens de lecture d’un angle de référence associé a un signe. On mesure
donc un angle en superposant implicitement la direction et le sens du vecteur unitaire de [’axe des cosinus d’un
repeére trigonométrique sur la direction et le sens des premiers vecteurs nommés dans chaque lecture d’angle, tout
en respectant une orientation du repere du plan. Ce sont les mesures algébriques données aux écartements entre
vecteurs qui donnent une orientation, elles ne changent pas si [’observateur effectue ses lectures en sens contraires
en se déplacant dans [’espace de part et d’autre du plan.
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On donne ||ﬁ)€(0 -i-j)zn” avec les composantes u, et u, dans le repére (0,7,j) par un raisonnement
géométrique. La norme est (conventionnellement) la solution positive ou nulle d’'une racine carrée :
Il
we(0;i;

1 1
= o llux. T+ uy.JI| = (AH?* + BH?)2 = [(AL + LH)* + BH?]2
1)

1

= [ (ux + uy.cos@N)? + (uy.sin(@,)))*]?

1
= (U” + uy? + 2uy.uy. cos (@, )))?

On peut aussi I'obtenir en distribuant le produit scalaire sur les vecteurs unitaires (toujours défini puisque
ces vecteurs sont non nuls) dans I'identité remarquable (u,.7+ uy.f)2 :

1
(uy” TR0+ wy 2 TR + 2.1y uy,. TR )2

1
= (U’ + uy? + 2uy.uy. cos(@, )2
cos?(1,]) < 1:

Note : cette formule est bien positive ou nulle quelle que soit la mesure (7,)) comme on le montre avec

Uy? + uy? + 2uy.uy. 05T, ]) = Uy + uy? cos?(@,)) + 2uy.uy.cos(@,))

= [uy + uy.cos(@,))]* = 0
On formule de la méme fagon :

Kk

1
) (uy” + w,® + 2uy,.uy. cos(f, k))>?
1
— 2 = 7
[lul] fe(o?c-i)zn (Us” + uy? + 2uy.uy. cos(k, 7))
Normes de vecteurs dans le repére (0 ; {

;7; k) 3D
On rappelle que ce repere est défini par les paramétres tel que :
On donne ||

sin(i,)).sind# 0 OU k L (0;7;7)2D
ow
uE(O;l;j;k)3D

1]

en s’aidant du résultat précédemment acquis et en distribuant a nouveau le
produit scalaire (qui commute, rappelons-le : iXlk = ki parce que cos(E,?) = cos(7, E)) :

b

TE(O;

—~
'~

1
B [y T+ uy. J] + ug. k)?]2

|1

I o1
= [y T+ Uy IR Uy T+ Uy ] ) + u2 kR + 2.0, (uy. T+ uy,. ] )KE]2

Avec (uy.T+ uy.f)E = u,. ¥k + Uy.J KKk = u,. cos(E,f) +uy.cos(J, 7;) ,ona:
FE(O;Y;j;E)SD

[y T+ uy T |1+ ug? + 2.uy. [uy. COS(E,?) +uy.cos(], E)] ]
Avec [|uy. T+ uy.J ||* = u® + uy? + 2uy.uy.cos(7,j) , onadonc:

N[ =
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N[

||| = [ux? + uy? + u,? + 2uy.uy. cos(@,]) + 2.uzuy. cos(J, E) + 2. Uy Uy COS(E,?) ]

On rappelle que les angles (7,)), (7, I_c)), (I_c),i’) ont été déterminés dans le chapitre 1 dans toutes les

configurations de I'objet (0; 7 J; E) De méme :

— — 1
el re(o i%)w [ve? + v, + 1,2 + 205 vy. c0s(,]) + 2.v,vy. cos(], k) + 2.v,.vy.cos(k,T) ]2
v HAH

— —

La norme de UAU est donnée de la méme fagon. Elle est définie si U # 0 et ¥ # 0.0n reprend la
(O;i';j';k)3D

notation (uv) des coordonnées d'un vecteur i A ¥, que I'on connait maintenant en fonction des coordonnées

des produits vectoriels des vecteurs unitaires et de celles des vecteurs 1 et¥.1l est inutile de donner ici

I'expression complete développée.

Avec:

— - - - 7
UAD = . (u)y.t+ (uv)y.j +(uv),. k
w; 17)6(0;?;7;k)3D
1#0 et B#0

On ala norme de U A ¥, qui est géométriquement la valeur absolue de I'aire du parallélogramme construit

sur 1 et ¥ dans un espace de dimension 3, mesuré dans un repére de dimension 3, aux axes orientés de facon
quelconque, 'ensemble du repere étant d’orientation quelconque relativement a un choix d’orientation de
I'espace. Il est nécessaire que les vecteurs unitaires du repére soient de mémes longueurs apparentes pour
que les mesures des objets calculés correspondent a leurs apparences (voir annexe équations d’objets et
apparences) :

[linv | - *)e(j“%)w [uv),” + Wv),” + (Wv),” + 2uv) . (wv),.cos(,]) + 2. (wv),. (uv),.cos(j, E)
u;v HH
U#0 et D#0

+ 2. (uv),. (uv)y. cos(k,7) ]%

2.12 Détermination de I'angle non orienté |(u , V) |entre vecteurs quelconques

La forme géométrique du produit vectoriel est la surface du parallélogramme construit sur les vecteurs 4 et

U .AvecU AV

-

) ||1_1A v ||.”:_i,%, on a cette surface :
3D
0

@; »e(0;ij; I

U0 et V=
— - _ — - . - >
1eZAl s Pe(ai D |[1dl]. [I191]. Isin(@, D)
U0 et B£0

L’unité de surface est celle des vecteurs unitaires exprimée au carré.

|Gi,%)| dans (0; T; J; k)3D
Ona:
uXv

(ﬁ';ﬁ)e(j;z;j;%)w ||ﬂ||||77||
U0 et D=0

cos(u, V)
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|sin(i, )| est défini par % A ¥ sous condition % # 0 et ¥ # 0

P || A |
lsin(@, V)| = = =5
@; 9)e(0;5:7;k)3D ||u||. ||v||
U#0 et ¥#0
—  —> = > T
|(u,v)|dans (O; T; j; k)2D
. ulv
cos(u,v) =

@; B)e(0;i;j;k)2D ||17||||ﬁ||

Note : on rappelle ['équivalence entre ['objet (0 ; T; J; E) 2D et les reperes 2D qu’il contient :
Ww; v) € (O;f;f; E)ZD eW; v)E [(0 ;1;7)2D ou (0 e E)ZD ou (0 ; E;?)ZD].

Kk

|sin(u, V)| est défini par le produit vectoriel comme angle nul ou plat par i A ¥ sous condition U #
Oetv+#0 et =A7:

P || A D
lsin(i, )| = = =grsa=
a; e(oirgik)2o |[@l]. |17
U=AV
U#0 et ¥#0
|sin(u, v)| = _  indéfini par le produit vectoriel
@; ¥)e(0;t:7:k)2D
ULV

U0 et D=0

Cependant il est évident que toutes les mesures de (i, V) existent en 2D pour U # 0 et ¥ # 0, nous verrons
plus loin a l'article « Détermination de I'angle orienté (i, V) entre vecteurs quelconques» comment les
mesurer.

|(3,%)|dans (0; i; j; k)1D

uXv

@; me(osiR)n [l |I19]|
##0 et B#0

cos(U, V)

Note : on rappelle I'équivalence entre 'objet (0 ; 7; J; E) 2D etles reperes 1D qu'il contient :
@, 9) € (0;T:];k)1D & (W, %) € [(0;7)1D ou (0;7)1D ou (0; k )1D].
s,k
|sin(i, V)| n’est pas défini par U A U :
|sin(d, V)| = __  indéfinipar le produit vectoriel
@; ¥)e(0;1:7:k)1D
1#0 et H#0

Idem que précédemment pour déterminer plus loin la mesure (i, v) = 0 ou 1 par d’autres moyens. On a
maintenant la connaissance conjointe de cos(u, V) et de |sin(u, V)| quand ils sont définis dans toutes les

- e Ve - = bl = Y
dimensions de (0 ;05T k) . Ces équations ne nous permettent donc pas d’orienter (i, v), a cause de la valeur

- o> — 7 . . 7
absolue sur sin(u, v), pour mettre (i, ¥) en cohérence avec les orientations des plans de (0; T k).
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2.13 Détermination de I'angle orienté (i , V) entre vecteurs quelconques

(i, V) dans les repéresde (0; i; j; k) 1D

Figure avec (0;7)1D

o . uXv Uy Uy
cos(u,v) = — =
W’; D)E(0;D1D ||u|| ||U|| |ty x|
U#0 et 5#0
ukv Uy. U
cos(u,v) = _ =27
W’ ¥)E(0;))1D ||u||.||v|| [0 2]
1#0 et D=0
o uXv Uy. U,
cos(u,v) = _ = —— =
@;neoR) |[dl].[I7l]  |uz vl

U0 et B£0

sin(u, V) se définit par la géométrie de u’; v, elle-méme définie par le nombre des dimensions de I'espace. Si
I'espace est 1D, (i, ¥) ne peut étre qu’un angle nul ou plat dans tous les repéres 1D de l'objet (0; 7 J; E)lD :

sin(d, v) = 0
w; V)E(O;f;j;k)lD
##0 et ¥#0
|sin(u, V)| = _  indéfini par le produit vectoriel
w; ﬁ)E(O;Y;j;k)lD
%0 et B#0

bl = = = - - = 7 = 7 -
Bien sir, si i = 0 et/ou ¥ = 0, ni I'angle ni ses fonctions trigonométriques ne sont définis :

u,v) = _ indéfini
" @ v)e(o;iik) 1D f

U=0 et/ou =0
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(i ,P) dans les repéres de (0; T; j; k)2D

Figure avec (0;7;])2D

L’angle (7, 1) est correctement orienté dans (0;1; J)2D par:

sin (I,]). uy

@ we©;1; )20 ||
Uy #0

sin(7,u)

X Uy + Uy, cos(i,j)

cos(7,u) = =
1| 1ed

-

T;i)€(0;1;7)2D ;

Uy #0

L’angle (7, V) est correctement orienté dans (0;7;J)2D par:

sin (1,)). vy

sin(l, V) =
C@we©;i2e |||

01
Uy #0

X Uy + V. cos(i,j)

cos(T,V)

@20 [ [l v
277 |l 11
Ona:
sin(d, V) = sin((,9) — @, 1)) = sin(@, V). cos(@,u) — cos(@, D). sin(l,u)
@;v)e(0;1;7)2D
=0 et D=0
cos(U,v) = cos((¥,9) — (T, W) = cos(@, V). cos(T,u) + sin(@, V). sin(l,0)
@;v)e(0;1;7)2D
=0 et D=0
Soit:
- Sin(@, 7). (Uy. Uy — Uy, Uy )
sin(u,v)  _ =_ ——
(r'; ¥)e(0;1;))2D ||v||.||u||
U#0 et ¥#0
. VU, + V. Uy + cos(i,j). (vx.uy i vy.ux)
cos(u ,v)

(T B)E(0;1;7)2D |11, |l
U#£0 et B£0
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On sait calculer ces formules avec :
1

1l @’ 9)e(0;:1;7)2D (ux” + uy® + 2uyuy.cos(@,)))
1

- 2 N 5
191 (v + 12+ 2vx.vy.cos(1,j'))2

G B)E(0;1;7)2D

On obtient avec les mémes raisonnements :

P sin(J, k). (uy.vz — uz.vy)
S, D) (o157 )20 TGN
##0 et 0

oL vy, + vy uy + cos(, k). (v + vy.uy)
cos(u,v) = _ —
@;B)E(0; ;) 2D |1#1]. |12l|
U#0 et 5=0

Avec:
, 1
L1
1] = (W + w4 2uy.u,.cos(7, k))?
we(0;5;k )2D
1
2 PN\2
[17]] = () + v,%+2v.v,c05(], k))?
TE(O;]);R)ZD
Et:
. sin(l_c), D). (Uge Uy — Uy V)
sin(u, v) =_ ST
@; ¥)e(0;k;1)2D ||1.7|| ||u||
##0 et D#0
= =
.. Vg Uy + Uy Uy + €05(K, D). (Vg Uy + Uy uy)
cos(u,v) = =__ ——
u; V)E(O;k;1) 2D ||v||||u||
i#0 et B#0
Avec:
1
L 1
||| = (u,” + u? + 2u,. uy. cos(k,0))?
we(0;k;T)2D
1
— 2 = N\
el = (v, + 1% + 2v,.vy.cos(k,7))?
we(0;k;t)2D

e ¢ - =4 . . " - 7 - 7 3 .
Bien siir, siu = 0 et/ou v = 0, ni 'angle ni ses fonctions trigonométriques ne sont définis :

©,v) = .
(% ﬁ)E(O;Y;];k)ZD
=0 et/ou =0

indéfini
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(i, D) dans les repéres de (0 ; T; j; k)3D

On débute le raisonnement en orientant l'angle (i, ?) par le déterminant de u; ¥ quand (i,¥) est
coplanaire avec le repére (0 ; U; J)2D qui est alors un sous-espace vectoriel du repére (0; 7; J; E) 3D.On
notera la double condition (u’; v) € (0; 7; j)2D et (u; V) € (0;?;]; E)BD pour s’autoriser a définir
|sin(d,v)| paru AV :

L’angle
(u, ) est correctement orienté dans (0;7; J)2D par:
. Uy Uy — Uy U sin(@,)) .
sin(u,v) = Y EARC I ﬁ'] sin(u, v)|
(w;v)e(0;1;7)2D |ux.vy - uy.vx| |sm(l,f)|
@’; B)e(0;1:7;k)3D
ULV
#0 et D£0

Note : le déterminant Det(u’; ¥) = uy.v), — Uy,.Vy n’évalue pas ici seulement la colinéarité dans un repére du
(o;1;))2D
plan, mais le signe d’une mesure dans une équation modélisée avec sin(r,]) pour que les choix des mesures

correspondent aux apparences de sin(u , v).

ok

On rappelle que dans (0; 7; J)2D :
UEFALTV O UV — Uy Uy # 0 et U = 1T S Uy Uy — Uy 1, = 0
On s’en tient alors a I'évidence géométrique de I'angle nul ou platsi i = 1.7 :

sin(d, v) = 0
(w;v)e(0;7;7)2D
Ww; ﬁ)E(O;f;f;%)SD
U=
1U#0 et £0

Sous la double condition (u’; v) € (0; T; j)2Det (u; V) € (0; T E)SD on sait calculer :

LA ety = ) [T+ @)y T+ @)K
@’; v)e(0;i;5;k)3D ||ﬁ||||ﬁ|| ||ﬁ||||5||
W’ v)e(0;7; j)2D
U#0 et B£0

|sin(id, V)|

Il est clair qu’on peut utiliser ce raisonnement pour orienter I'angle (4, ¥ ) quand ces vecteurs sont dans les
plans (O;f; E) et (0; k; ?) :
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-
Uy. UV, — U, v, sin(J,k
sin(u,v) = yr =Y ({’ﬁ) Jsin(@, )| ; sin(@, D) = 0
@;9)e(0;7;k)2D |uy-vz - uz-vy| |Sln(j ,k)| ) u:l.g R
o e W;9)€(0;];k)2D
@; »)e(0;1:7:k)3D I D
U#AT @’; B)e(0;1:7:k)3D

U#0 et B£0

sin(u,v) = Yz Ux — e Uz . Sm(l_{,’l) Jsin(u,v)| ; sin(u,v)
@ 9)e(oikii)2p Uz Vx = Ux- Vel |sin(k ,7)]
w; 17)6(0;?;]’;%)3D
ULV
U#0 et D#0

U=A
@ 17)6(0;7{;?)2D
w; 17)6(0;?;];%)3D

On finalise en donnant un signe a sin(u, v) selon la colinéarité de U et v dans (0; i I?)BD pour garantir
la cohérence de l'orientation de I'angle (i , ¥) avec l'orientation des plans (0; 7)), (O;f; l_c’) , (0; k: i’) quand
(i, V) est dans un de ces plans.
sin(u,v) =
(% 17)6(0;?;7;%)3D
ULV

—

U0 et V0

(U Vy — Uy V). SIN(T,]) + (W v, — up.vy).sin(F, k) + (g Ve — Uy v,). sin(k,7) |sin(@. 9)|

| (- vy = 1y ). SINT, ) + (Uye Uy — g ). SIN(T , K) + (U Uy — Wy 0,). sin(k )|

Il n’est plus nécessaire de spécifier (w; ¥) € (0;7;J; E)ZD, qui est un cas particulier de I'équation compléte
ci-dessus.

Avec cette équation, sin(u, V) est en cohérence avec les orientations des plans contenant 4, y, u, quand ils
sont confondus avec les plans (0; ;) (O;f; I_c)) , (O; k; f), mais sin(i , ¥) n’est pas formulé en cohérence avec
les orientations des plans contenant &, ¥, 4, quand ces plans ne sont pas confondus avec les plans (0;1;))
(O;f; E) , (0; k; f).

De méme on a pour la colinéarité :

sin(u,v) = 0
w; 17)6(0;?;7;%)3D
U=1v

-

=0 et B#0
D’autre part on a toujours :
uXv

(7;17)6(;?;7:@30 ||17||||17||
1#0 et B#0

cos(u, V)

bl = = - . - - 7 = Y& -
Bien siir, si i = 0 et/ou ¥ = 0, ni 'angle ni ses fonctions trigonométriques ne sont définis :

W,v) indéfini

@@’ 9)(03:i%)3D

- =

=0 et/ou =0

On donne ci-dessous deux figures illustrant les trois déterminants de couples de vecteurs formés sur les
coordonnées de U et v, évalués dans les plans (0;1;)) , (O;f; k) , (0; k; T). Dans (0;7;]) le déterminant d'un
vecteur L, de ce plan avec un vecteur vy, tel que :
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- -
Uy, est formé par les coordonnées uy etuy, 1 U = Uy. T+ Uy. ] + Uz k =y, + Uz k

Uy, est formé par les coordonnées vy et v, : U = vy T+ v),.J + v, k =V, + v,k

R
Dans (0 i k) le déterminant d’'un vecteur u,, de ce plan avec un vecteur v, tel que :
—_— 7 s - - - 7 - P
Uy, est formé par les coordonnées uy etu, de: u = Uy. 1+ Uy. ] + Uy kK = Uy T+ Uy,

vy, est formé par les coordonnées vy et v, de: U = vy. T+ vy. ]+ V. k=0, T+ Dy,

7T 3 . ) P —_—
Dans (0 i k; l) le déterminant d’'un vecteur u,, de ce plan avec un vecteur v,, tel que :
—_— 7 I3 — —— -
Uz, est formé par les coordonnées u, et u, de: u = U,y + uy.j
_ 7 e - —_— -
U,y est formé par les coordonnées v, et v, de: v = v, + vy.j

On peut a priori étendre ce principe a deux vecteurs non nuls d’'un espace de dimension supérieur ou égal a
2. Pour la dimension 1 on trouve toujours un réel A tel que u, — A.v, = 0 et le déterminant est nul. Pour la
dimension 0, a mon sens, rien n’existe, pas méme le vecteur nul, ni les nombres, ni méme mon mental que je
tiens a impliquer dans I'objet observé.

Sit = A.v comme l'illustre la figure ci-dessous, chacun des déterminants des couples de vecteurs (i, et
Vxy ) s (uyz et vyz), (u,y et v,,) estnul. On a, avec le méme réel 1 :

Uyy T AVyy 5 Uyy; T AVy, 5 Uz = AUy

Vyz

P P
S

Siu # A. ¥ comme l'illustre la figure ci-dessous au moins un des déterminants des couples de vecteurs

(Uxy €ty ), (Uy, €t Dy;), (Uzy €t T,,) estnon nul :
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2.14 Produit mixte

Le produit scalaire de deux vecteurs peut étre celui d'un vecteur et du vecteur représentant le produit
vectoriel. Le nombre ainsi obtenu donne alors le volume V du parallélépipéde qui est construit sur trois
vecteurs U ; U ; w . Ce volume peut étre orienté s’il posséde un signe positif ou négatif selon les combinaisons
des coordonnées des vecteurs U et U dans un repére cartésien, ou encore 'ordre dans lequel on construit le

produit mixte :

Note :

le volume orienté du parallélépipéde est aussi donné par le déterminant calculé sur w; U ; ¥ uniquement dans un
repére 3D orthonormé :

— > —>
% L= Det(u’; v;w)
(0;7;7;k)3D orthonormé
Wy Uy Uy Uy vy Uy v, Uy Uy
= Wy uy vy = Wy. - Wy. + w,.
w, u, v, u, v, u, v, uy Uy

= Wy, (Uy. UV — Uz Uy ) — Wy (Uy. Uy — Uz Uy ) + Wa (Uy. V) — U, D
(0;?;7;%)3Dorthonormé x(y z z y) y(x z z x) z( x- Yy y x)

L’ordre dans lequel on dispose les vecteurs conditionne le signe.
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Produit mixte dans (0 ; 7; j; ﬁ)SD

Figure pour U A ¥ dans un espace euclidien orienté indirect

Le produit mixte représente le volume orienté du parallélépipéde construit sur les vecteurs i ; ¥; w. Il n’est

— - -
pas défini pour # = 0et/ouv = 0et/ouw = 0 car il utilise des mesures d’angle entre chacun de ces
vecteurs :

wK (U AD) = _ indéfini
(% ?;W)E(O 0T k)3D
=0 et/ou v=0 et/ou W=0

Ci-dessous sa forme géométrique, orientée uniquement par le signe de COS(W (UAD )) :

Avec W (w,.i+ Wy.f + w,. k), Ci-dessous la forme analytique du produit mixte, orienté selon les
combinaisons des coordonnées des vecteurs i et v dans (0; T; J; E)SD ces coordonnées étant relatives a la
disposition spatiale des vecteurs unitaires de (0 ; 7; j; k)3D:

WR(ZAD) = (We T+ wy] + wp k) B [(uv),. T+ (uv),.J + (uv),.k]

@ Bw)e(0;1;7;k)3D
U0 et D=0 et W0
D’ou:
T (AT =
@; »w)e(0;7;7;k)3D
U#0 et D=0 et W0

Wy (WV)y + wy. (WV)y + W, (uv), + cos(@ ). (Wy. (Wv)y, + wy,. (uv)y)

+cos(J, k). (wy. (uv), + w,. (uv),)) + cos(k, 7). (W, (uv) + wy. (uv),)
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Avec:
W)y = (U Uy — Uy V). () + (Uy. U — U 1)) + (Uge Uy — Uy V). (ki)
W)y = (Ux. vy — Uy V). (0)y + (Uy. U, — Uz y).(GK)y+ (Uge Uy — Uy 1) (kD)
W), = Uy Vy — Uy 0).((); + (Uy. U — Uz 1)).(K)  + (Ug U — Uy ;). (ki)

. |sin(?,f)|.sin(f,ﬁ).cos§ (= 0
l = LEo - — k1(0;1;7)2D
(W) sin(i,f).sinéqtoqj3 & |sindl. sin(z,]) O
. @) = 0
@) 0ok |sin(@,))|. sin(7, OF ). cosé g k'L(0;T;7)2D
l.] y = - 3' 3' - . =
sin(1,)).siné=0 |Sln5l-5'ln(l;]-) . o
(s = kg lsinG ]l
(' ) lb g |Sln(i:]—>)| kJ_(O;l;])ZD
[ = . —
S0z sin(i,]).sind#0 33 |sindl
e = i, Isin(f,k)l GOx = ity lsinG 3]
sin(],%).siny:to lSln7l rL(0:j:k )2D
G _ ot Isin(J, k)|.sin(k, 0G). cosy Uy £ 1(0:7 % )20
g sin(jk).siny#0 33 |sinyl. Sin(f' k) ]
G, = o
N — 71(0;7;k )2D
_ Isin(J, k)|.sin(J,0G).cosy rLogk)
(]k)z H= - ng'gg- ) N
sin(jk).siny=0 ISlnyI.sm(],k)
sin(k,7)|.sin(k, 0Z). cos (ki) = 0
(kl)x = - ¢3- 53- l ( )l ( = _)) i TJ.(O;k ;T)ZD
sin(k,0).sinu=0 |sinul. sin(k,7)
n ki)y = &y Isin(k, D)l
ki) ot |sin(k,7)| 71(0;% 1)2D
i = K —
g sin(k,0).sinu#0 30 |sinul .
(ki), : = : 0
N N 7L(0;k;1)2D
_ Isin(k,?)|.sin(3,0Z). cosu
kD, = 3. &5 . T
sin(k,7).sinu#0 |sinul. Sln(k, l)

Si la base est orthonormée, cos(7,]) = cos(f, E) = cos(l_c) , T) = 0, et si le repére est d’orientation directe
dans I'espace d’orientation directe on a (ij), = (jk), = (ki), =1

Soit:

Wy (Uy. Uy — Uy Vy) + Wy (Ug. Uy — Uy V) + Wy (Uy. Uy — Uy V)

Avec les mémes techniques utilisées que celles utilisées précédemment pour orienter un angle (i,7) on
oriente I'angle (W, (% A 9)).
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Produit mixte dans (0 ; 7; j; E)ZD

Si un ou plusieurs des vecteurs w’; U;w estnul, w X (i A ¥), est considéré indéfini car les angles (u, 7 )
et (W, (U A 7)) nécessaires aux définitions des produits vectoriels et scalaires sont indéfinis :

WK (U AD) = indéfini

Si U et ¥ non nuls sont non colinéaires :

(d A ¥)n’est pas défini et méme si la surface du parallélogramme construit sur i et ¥ est définie, la surface

de (0; 7; J; k)2D ne contient pas assez de dimensions pour une orthogonalité théorique au plan (0; i ; %).
On pose qu’'un volume (non nul) ne peut se définir que dans un espace de dimension n = 3. On pose donc
que le produit mixte est indéfini :
WK (U A D) = . indéfini
@; ¥;w)e(0;1;];k)2D
1#0 et 5#0 et W=0

- =

ULV

Si U et ¥ non nuls sont colinéaires :

(d A V) est défini comme nul parce que la surface de (0; 7; J; E)ZD contient assez de dimensions pour
une orthogonalité théorique a la droite (OUV). La surface du parallélogramme construit sur i et ¥ est nulle,
on pose que le volume nul peut se définir dans un espace de dimension n = 2. On pose donc que le produit
mixte est défini et nul :

WK (U A D) = 0
@; v»w)e(0;7;7;k)2D
U#0 et ¥#0 et W#0
U=19
= = - - 7>
Produit mixte dans (0 ; t; j; k)1D
La aussi :
wK (U AD) = indéfini

# et % non nuls sont colinéaires et (% A ) n'est pas défini. La longueur de (0 ; 7; J; k)1D ne contient pas
assez de dimensions pour une orthogonalité théorique a la droite (OUV), ni pour un volume nul. On pose
donc que le produit mixte est toujours indéfini en 1D :

wKK (U AD) = indéfini
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2.15 Tableau récapitulatif des formules des opérations géométriques dans I'objet (0 ; 7; j; E)

Uy =1
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(0;7;7; E) objet et espace en 3 dimensions sin(,j).sind# 0 OU k L (0;1;])2D

SiI'espace est orienté direct: , = Lou iy, = —1

Alors :

-

Si (0; T J; k) estdirectoide : £, est du signe de s,

Si (0; . E) estindirectoide : £, est du signe contraire a s,

Sil'espace est orienté indirect: ; = Lou iy, = —1

Si (0; .

Alors :

k) estindirectoide : §; estdu signe de U,

Si (0; T E) est directoide : &; est du signe contraire a {s,

sin(i,j).sind+ 0

|sin(?,f)|.sin(f,ﬁ).cos§ .

33" |sind|. sin(7,))
AT ¢ |sin(@, )| sin(Z, OF).cosé _,
Vs & |sind|. sin(7,)) JNk

|sin(@, )| %
|sind]

Uy &y

sin(j k).siny # 0

|sin(f,§)|?
|sinyl
|sin(J, I_c))|.sin(E,O—G)).cosy .

3+ S3"

33 |sinyl. sin(j, k)
|sin(J, E)|.sin(f,0—6)).cosy —
—y. &, k

|sinyl. sin(j, k)

sin(E, 0).sing # 0

|sin(E,?)|.sin(E,ﬁ).cos,ul_)
Isin,ul.sin(E, 0) '
|sin(E,T)| .
|sinu|
|sin(E, T)|.sin(?, O—Z)) cosu 7
Isin,ul.sin(ﬁ,i’) '

3+ S3"

|
>
~

3" >3°

Uy &y

k 1(0;i;7)2D

0.7
IA] 0.7
Uy £ [sin@ |-k

UL (0 ;f;Té)ZD
Uy & Isin(f k)T
JNk 0.7
0.k

TJ.(O;E;?)ZD

0.7
kAT U, &5 |sin(E, f)f
0.k
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— = l
Nl = [w? + w? +w,? + 2uy.uy.cos(@, ) + 2.u,uy. cos(7, k) + 2. u,. uy. cos(k,7) ]2
uE(O;l;j;k)SD
Uy Uy + Uy V), + Uy v, + 05T, ). (U Uy + Uy V)
uXv = > 7 o ; UKD = indéfini
@ De(oiii)m +cos(J, k). (uy. v, + uy.vy) + cos(k, 7). (ug- v + uy.v,) | @ elotiim f
U#0 et D=0 =0 et/ou B=0

([(ux.vy — Uy V). () + WUy v, — Uz )). () + Uz — Uy ). (kD)) T

—>A - . _ i _ i 5 : —)A - — . d/ P
@ 6)761(0;%;%)3 [(Ux- vy — Uy ). (i) + (Uy. v, — Uz vy). (k)y + (ug. vy ux.vz).(kz)y].i UAD G Delaiitym indéfini
%0 et B0 [y vy — Uy vy). (i), + (Uy. v, — Uz ). (h); + Uz Uy — Uy ). (ki) ] K =0 et/ou =0

Lo UXv - || A |
cos(u,v) 7 ; _—

@ v)e(o jik)3D | |||
U#0 et B=0 u+0 et v+0

(Uy. ¥y — Uy vy). sIN(T, ]) + (uy. v, — uz.vy).sin(f,z) + (Uy. vy — ux.vz).sin(E,f)

sin(d,v) = — — —=——.|sin(@, V)| ; sin(u,v) = 0
a; 9)e(0;i7:8)30 |(Uy- vy — Uy 1), sin(T, ) + (uy. v, — uz.vy).sm(] ,k) + (Uy Uy — Uy vz).sm(k , 1)| ar; 9)e(0:1:7:F)3D
U#AY U=Av
U#0 et #0 ##0 et 0
u,v) = indéfini

w; v)E(O A )3

u=0 et/ouv=0

Wy. (Uv) + wy. (uv)y, + w,. (uv), + cos(i, )). (wx. (uv), + w,,. (uv)x)

WK (U AD) = indéfini
W'; B;w)e (0 07 k)3D
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(0; T; J; k) objet et espace en 2 dimensions g,=1louy,=-1;&=10ué;=-1
[sin(i,]) # 0 ET sind = 0] OU [sin(i,J) = 0 ET sind# 0] OU [sin(i,j) = 0ET k 1 (0;;])1D]
sin(@,j) # 0 sin(j’,ﬁ) #0 sin(ﬁ, ) +#0
llj - il - > . T lljz - il - lljz = il -
= IAj=indéfini = JAk=indéfini = k AT=indéfini
gg =1 §3 =*1 g3 *1
sin@) =0 sin(j,k) = 0 sin(k,7) = 0
P, = +1 IANj=0 3, = +1 TA] = indéfini b, = +1 TA] = indéfini
< ) = | jAKk = indéfini = ink=0 < ) = | JAk = indéfini
£ = +1 S £, =41 o L £, =+1 2oL =
3 kAT = indéfini - kAT = indéfini 3 . kAnt=10
IAj= 0 estdéfini dans les reperes j7Ak = 0 estdéfini dans les repéres k AT= 0 estdéfini dans les repéres
(0;7;k)2D et(0;k;7)2D (0;k;7)2D et (0;7;7)2D (0;7;k)2D et (0;7;7)2D
2 : 2 1 5 1
2 L) = 2 4 2uy.uy.cos(f, k) 5 1w = 2 + 2u,. uy. cos(k, 7))?
||| — 11)213 (uy” + uy? + 2uy.uy. cos(@,])) [l || (077)2p (uy” + u,” + 2uy.u, cos(],k)) ;)| re(oR)2D (u,” + uy” + 2uy.uy cos(k,t))
uXv

= U, U, +uy. v, + cos(@, ). (u,. vy + uy.v,); UKV
@;e©;ijzp Y Y @) (- vy y V)

= .- u.v+u.v+cost.u.v+u_y
@’; V)€(0;7;k )2D vy z vz (' )(y z z y)
U#0 et 50

U0 et D=0

UXY = Uy Uy + Uy U, + cos(k D). (up-Vy + Uy v,) 5 UKV = indéfini
W ﬁ)E(O;k;f)ZD (u;?)E(O;i;j;k)ZD
U#0 et ¥#0 =0 et/ou B=0
— = — . T — . -
UAD = 0 ;uAv = _  indéfini ; (U A D) = indéfini
@ E)E(O;T;f;k)ZD wWw; E)E(O;Y;j;k)ZD Ww; v (0 L7 k)ZD
U#0 et =0 =0 et =0 U=0 et/ou B=0
U=Av

U#ALY
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. o [|u A vl
|sin(u, V)| = ==
(% ﬁ)E(O;f;j;k)ZD ||u|| ||17||
u=19
U#0 et B£0

Sin(@, ). (Uy- vy — Uy, Uy )

[191]- 1| '

sin(i,v) =
W’ v)e(0;1;7)2D
U+#0 et B£0

sin(J, k). (Uy. U, — U, V)

Sln(u'v) (ﬁ’;ﬁ)e(oz;j;E)ZD ||ﬁ||||a|| ;

U0 et D=0

sin(l_c), V). (Upe Uy — Uy V)

[EIAIED ;

sin(u,v) =
@

N

@, v)

0; Isin(u, )| =

@; ﬁ)E(;;f;j;E)ZD

= _  indéfini par le produit vectoriel
@ ﬁ)E(O;Y;];k)ZD

TEYRY
U0 et =0

Uy Uy + Uy Uy, + €05 (T, ]). (Vy- Uy + vy Uy)

[191]- 1]

Vy.uy + vy uy + cos(7 k). (vy.u, + v,.uy)

cos(U,v) = TEIRTE

(W;v)E(0;]; k) 2D
U+0 et B#0

Vg tly + Vg Uy + €05(K, 7). (U Uy + V. 15)

[191]- 12|

indéfini

=0 et/ou =0

WK (U ATD) = _ indéfini ;0 WU AD) = 0 ;WR(UATD = indéfini
@ E;W)E(O;Y;j;k)ZD @’ ﬁ;W)E(O;T;j;k)ZD @ 17;W)E(0;T;7;k)2D
=0 et D=0 et W=0 %0 et D£0 et W0 =0 et/ou D=0 et/ou w=0
TEYRY U=AY
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(0;T;7; 75) objet et espace en 1 dimension §, = 1ou, =-1; £, =1 ouf; = -1
sin(i,j) = 0 ET sin6=0

— TA] = indéfini

P, = +1 A f
= | JAk = indéfini
& =11 kAT = indéfini
u o Ju,l ;| w |u,| o || u |u
(IR TN S U R I %
uklv = Uy Uy ; UKD = Uy. vy ; UKV = u,v, ; ulkv = indéfini
W P)e(o;D)1D w’; ¥)e(0;))1D @; 9)e(0;k)1D @ »)e(oiijik) 1D
U#0 et ¥#0 U#0 et V=0 1i£0 et B=0 =0 et/ou B=0
UAV = indéfini ; UAD = indéfini
w; ﬁ)E(O;Y;j;R)lD w; ﬁ)E(O;T;j;k)lD
=0 et B£0 =0 et/ou B=0
|sin(d, ¥)| = _ indéfinipar le produit vectoriel ; sin(u,v) = 0
@; $)e(0;1,j:k)1D @; v)e(0;5;k)1D
U#0 et ¥#0 10 et T#0
Uy U Uy U U,. v,
cos(i,v) = == cos(u,¥) = XY . cos(d,D) = Lz
@; DEODID  |Uy. Uy @; D)EO;NID  |uy. vy | @; B)e(0k)1p  |Uz. Vg
U#0 et ¥#0 U#0 et 720 740 et B£0
u,v) = _ indéfini
@; Me(0;5:7:k)1D
=0 et/ou =0
WK (U A D) = _ indéfini ; WK (U A D) = indéfini
@;%;w)e(0;7;7;k)1D @; ¥;w)e(0;7;7;k)1D
=0 et B#0 et W#0 =0 et/ou B=0 et/ou w=0
U=19
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Chapitre 3

CONVERSIONS DE COORDONNEES
ENTRE REPERES QUELCONQUES EUCLIDIENS
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3.1 Généralités

La présentation visuelle compacte et rectangulaire d’'une matrice (voir annexe « L'écriture compactée en
matrice ») ou d’'un déterminant représente 1'écriture d’'un long développé, mais représente beaucoup plus
encore. A partir du long développé et en faisant des efforts particuliers je peux trouver la formule d’'un
produit mixte en dimension n, mais avec la disposition de I’écriture compacte, je n’ai pas ces efforts a faire.
Il y ale risque cependant que je ne comprenne pas ce que je fais, sans en avoir conscience.

3.2 Déterminants et objets orientés

Dans un repére (0 ; 7; J)2D on constate un lien entre les mesures des coordonnées des vecteurs et les aires
formées sur ces vecteurs.

Aire orientée (0; u; v) = Aire orientée (0; Uy ; v_y’) — Aire orientée (0; Uy, ; v_x’)

Aire orientée (0; u; v) = — Aire orientée (0; v; u)

*kxk

Soit les mesures
Aire orientée (0; Uy ; Uy )=uy. vy.sin(i, )
Aire orientée (0; Uy ; Eg) = Uy, Vy.Sin(7,))

Qui permettent d’écrire :

-

Aire orientée (0; U; U) = (uy. vy — uy. vy).sin(3,J)

ux vX

La quantité uy. v, — u,.v_= = Det(u; V) est appelé « déterminant » des vecteurs U et ¥, avec
Uy Uy

une notion d’ordre dans la facon dont on énumere les vecteurs i et v : Det(u ; ¥) = —Det(V; u).
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Dans le repére quelconque (O ; 7; J)2D, la mesure principale de I'angle saillant (i, ¥) est de signe contraire
a la mesure principale de I'angle saillant (7, ) si u,. v, — u,.v, est négatif, et ces angles sont alors orientés

en sens contraires. Siuy. vy, — u,,. vy est positif, ces angles sont orientés en sens identiques.

Note : la comparaison de I’orientation de deux angles est une perception empirique. Par ce terme « empirique »
appliqué a ce cas, j’entends qu’il existe des directions et des sens dans l’espace qu’il serait inepte de vouloir
demontrer avec des notions de directions et de sens. La perception empirique prend alors une valeur d’axiome, et
c’est une valeur suffisante pour garantir la justesse d’un raisonnement et les correspondances des mesures aux
apparences. On compare donc les sens des angles (par la perception d’un « chemin » du premier objet nommé au
second) et on pergoit s’ils sont identiques ou contraires. 1l y a des angles rentrants et saillants. On peut comparer
saillant et saillant, saillant et rentrant, rentrant et rentrant. On peut édicter des régles pour chacun de ces cas, afin
que chacune mette en accord les mesures d’angle avec une mesure de (T, ). Si on compare les sens de deux angles
saillants et que ces sens sont contraires, les mesures de ces angles sont de signes contraires, sinon elles sont
identiques.

Produit vectoriel dans un repére (0 ; i; J; k)3D, avec u et ¥ appartenant au plan (0 ; 7; j)2D

Le produit vectoriel est orienté non pas selon le signe d’'une mesure algébrique, comme I'est un angle dans
le repére d’'un plan ou un point dans le repéere d’une droite, mais selon une des deux orientations de I’espace
3D possibles, données par exemple par la régle des trois doigts. Le vecteur produit vectoriel se définit donc

UNY
——)1D, avec
[[AD]| I

selon un des deux choix d’orientation de I'espace, tel que :

vecteur orthogonal au plan (0 ; i ; V) orienté

A \ UNY
par lui-méme dans son repere local (O ; e

UAND = ||u||||v|| |sin (W, V)|.—=——==
U0 et D=0 [luAv|

-

IA]
[EAT I

Il en va de méme pour le produit vectoriel des vecteurs unitaires d’'un repére (0 ; 7; J)2D, avec vecteur

orthogonal au plan (O ; 7; j)2D orienté selon un des deux choix d’orientation de I'espace :
- - - - _[ A\ 7
iAT = Isin(i))].—=

[inj]

On développe donc les coordonnées vectorielles, pour trouver une expression dans (0 ; T; J; k)3D, pour
obteniru A v:

uAv = (ux.i+uy.j)/\(vx.i+vy.j)
W;v)e (O;i;j)ZD
U#0 et D=0
= Uy V. UAL +ux.vy. U /\]+uy.vx.] A l+uy.vy.] AJ =(ux.vy — uy.vx) ANAJ

- -
. (2= LNj
a A 1_]) = G (ux-vy - uyvx) |Sln(l’])| e =
;e (0;1;7)2D linj]
U0 et D=0
unvel o; Y 1D

[y
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La valeur algébrique (uy. vy, — u,.vy). |sin(,J)| doit étre vue pour u’; 7" € (0; ¥; j) 2D comme la mesure
7y

|ZAj|
comme la mesure d’une aire orientée dans (0; 7; j) 2D, mais comme la mesure d’une longueur orientée

dans (O; i) 1D.
[1ZAT ]|

deu A ¥ dans unrepére (O; ) 1D plongé dans un repére (0; T; J; k)3D. On ne peut plus la considérer

Le signe de cette mesure traduit alors dans I'espace le fait que les angles (7, ) et (i, ¥) sont orientés de fagon
contraire ou identique.

Si Uy. vy, — uy,. v, <0, les angles (7,) et (i, V) sont orientés de fagon contraire et % A ¥ pointe en sens
contraire de 7 A J. Si uy. v, — u,,. v, > 0, les angles (7, ) et (i, ¥) sont orientés de facons identiques et u A ¥
pointe dans le méme sens que T A J.

Note : on utilise |sin(1,J)| et non pas sin(i,]) dans la construction historique de I’outil « produit vectoriel ». Sur

. . .. 1IN UND . p A . .
la figure ci-dessous, on voit m et % orientés de la méme fagon selon une convention directe retenue pour

I’orientation de I'espace, et on a Uy.vy, — Uy,. v, > 0 puisque les angles (i, V) et (7,]) sont de méme orientation
dans (O ; T; J)2D (les mesures principales de leurs angles saillants sont de méme signe). Si on avait définit A | =

|sin (?’Dl'% sans mettre en valeur absolue sin (,]), il suffirait d’avoir défini sin (1,J7)<O0 en donnant une

mesure négative a la mesure principale de son angle saillant, pour aboutir a une contradiction :

.

A

’j” pointerait

[IZA
. UNY A . . . , L 4
en sens inverse de Tl pour une méme convention d’orientation de [’espace appliquée a deux angles de méme
orientation.
YN
UANT §
J
’e . — — N UND ’1s
On retrouve l'invariance de ||u A ?|| dans son repére local (O ; l)1D en utilisant les formules des

[[Ad|
coordonnées d’un point dans un repere quelconque :

Avecsin [(1,]) — (@ u)] =sin(y,)) etsin[(,)) — (T, V)] =sin(v,]))ona:

w = [ldll.sin(u,]) w = |1l sin (7, 0)
x sin (T,]) Ty sin (T,])
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|1¥]]. sin(¥,]) 1|18]]. sin (T, )
v=— .y = 7
x sin@) 7 sin (3,])

Soit, avec la relation :
sin(i, )). sin (1, v) — sin (T, ). sin(v,))
sin (1,))

(que je me suis contenté de constater avec les valeurs du logiciel), ona dans (0; 7; J; E)BD :

)

sin(u,v) =

|3l 11911 sin(u, v)

Uy Vy — Uy, Uy =

sin(fj)
D’ou:
I LD sin@ D) o IA]
uAv = — Jsin(i 7). ==
dsvecv=o  sin(i] (il

On revoit a nouveau que si sin(u, ¥) et sin(Z,j) sont de méme signe, i A ¥ et T A pointent dans le méme
sens. Si sin(u, V) et sin(i,J) sont de signes contraires, i A ¥ et l A pointent en sens contraire. Le signe du
déterminant u,. vy, — u,. v, dit doncl'orientation relative de i A v et7AjJ.

On retrouve aussi :

— — . — —
— — ”u”'”v”'Sln(u’v) . 2 — - . — —>
Al = — = sin(@DI| = 1R 1B IsinCa, D)
U#0 et 50 Sln(ld
UATD
AT = = [ IEI IsinGG B)|. ——
%0 et 50 [lu A V|

Dans unrepére (0; i; j; k)3D, avec % et ¥ appartenant a tout 'espace 3D

UATD = (Uy. T +uy.7+uz.ﬁ)/\(vx.f+ vy.7+vz.z)
@;v)e(0;1;7;k)3D
U#0 et 7#0

= (wev, = Uy v ) TAT+ Uy ¥y — Up0y) T AR +(y Ve = . v,). K AT

Avec, dans le repere quelconque, les coordonnées des produits vectoriels des vecteurs unitaires (explicitées
dans le chapitre 2) :

(TA)= DT+ (@] + Wk
(JAk)=(k)x- T+ (k)y-J + (k) k
(kAD)= (ki) T+ (ki)y.] + (ki)y ke
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y
. ..
(wv),.T= [ )y +
Uy Uy z
U, vy u,
— -
UAD uv),. 1 = )y +
@; Me(0o;t;7:k)3D ( )y [u v (])y
P y y u,
u+0etv+0 Uy, v, uy
(), 1= (i), +
u, (2 u,
. inj jnk KAT
Ou encore dans un repere (O ; = TS TS
pere (O Tl ¥ Timl] * Tenan
Py
P I
e A
PNk
— - ] /\
U:/\V (uv)’,, o =
ar; v)E(O ] ]/\k k/\l. > ”] ||
- -
(w)’ kA
U0 et B#0 uv) —= 5. —
zZ Fy
[k A |
On ne peut pas identifier ces formulations générales de U A
, W . 7 inj jnk kAT
1D plongé dans (0; 7; J; k)3Dou | 0; =% ; 1= ; ==
plong ( T3 k) ( Nendl] * Jjjal]  TTka ]

coordonnées, invariantes dans les deux repéres :

[lin®d || = _
@; ¥)e(0;1:7:k)3D
U#0 et 5#0
1
+ 2. (uv) . (uv)y. cos(k,7) ] 2
1eZAl =
@; el o; ] ]/\k RAT 3D
( [[ZA71]” ||]/\k|| |Ikn |
U0 et D=0
iIA] JAKk
+2(uv)y . (uv)'y .cos | — }% , }9 —
||l/\]|| |]/\k||
, , kAT TAJ
+ 2. (uv)', . (uv)'y.cos | — —
ke A 211 |ITAT
Avec:

IA]  JAK in] _ JAk @i+ )y T+ @)k

vy u, v,
Gk, + (ki) ].T
UZ ux Ux
vy z v,
.(Gk)y + (k)17
UZ ux UX
12 u, v, .
.(k), + (ki) k
vZ ux Ux
U, Uy l/\]
.|sin( )|
u, v, 19l
uy Uy 7 E
.|sin( )| % T m—
uZ UZ k
u, v, _l)
.|sin( )| _,
u, vy Ik A

¥ a une longueur orientée dans un repeére local

>. On ne sait qu’en calculer la norme selon les

[v),? + v),” + (W), + 2v),. (v, cos(@,]) + 2. (wv),. (uv),.cos(j, E)

W)y 2+ )y, ? + W),

+ 2. (uv)’, . (uv)'y, . cos

sg U T+ GR)y.j + (k) k

{er

lEAT1 |7 k]| /\7||||7,\;||‘ Isin(@, )]

|sm(j k)l
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(i) Gl @), Uk, @), (k) .
{)x GE) e + (i) y- Gy + (i), G, + .cos(,)) + .cos(J, k) + .cos(k,7)
iy Uk, (i), (k). (i) k)
IsinG, ). Isin(j, k)|
FAk kAT
cos 1o =1’ o =
[ k| 11 A ]
Uk« (k) x Gk, (ki), (k). (ki),
Ry (kD) + (k). (kD) + (k). (kD) , + .Cos(f, k) + .cos(k,i') + .cos(l,))
y (ki), k), (ki) Ul (ki)
|sin(7, E)| |sin(§, B
( kAT IAT )
cos|— el
[k A 211 1A
(ki)x (M . (ki)y, @iy (ki) @, R
(ki) ()5 + (ki)y. (i)y + (kD). (i), + .cos(k,?) + .cos(@,]) + .cos(J, k)
(ki), @,y (ki), @), (ki)x (i)

|sin(E, D) Isin@ )|

3.3 Résolutions des systémes d’équations de combinaisons linéaires de vecteurs

Jusqu’a présent, produit et sommes de matrices n’ont consisté qu’a présenter de facon compacte sous forme de tableaux
de nombres et de variables des systémes d’équations. Il est possible d’utiliser cette présentation pour effectuer les
calculs permettant de résoudre ces équations. Les solutions des systémes d’équations dans un espace 1D sont des
proportionnalités de longueurs, dans un espace 2D des proportionnalités de surfaces, dans un espace 3D des
proportionnalités de volumes, dans un espace 4D des proportionnalités d’objet 4D, etc. Ce sont ces tres belles réalités
géométriques qu’'on va montrer, sans prétendre les démontrer ici de fagon générale et abstraite. Ce sont les visions
simples, claires et immédiates qui ont le pouvoir de faire désirer, réaliser et comprendre les démonstrations plus

abstraites.

Dans les repéres de (0; i; j; k)1D

Sl

<l

Soit les vecteurs U et W non nuls appartenant a une droite (O ; 7 )1D, tel que

W=04 ; OA=2A,.1

On a la combinaison linéaire w = A, .4 et on peut résoudre le systétme d’une équation a une inconnue
{w, =L, .u,} par des rapports de longueurs orientées. longueurlu est la longueur orientée de la droite
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construite sur u . Elle dépend des coordonnées de ce vecteur dans le repére (0 ; 7 )1D . Mémes remarques
pour longueur2w qui est la longueur orientée de la droite construite sur w :

longueur2w  wy,

“ longueurlu  u,

Ce qui résout le systéme {w,, = A, .u,}.On procéde de méme dans les repéres (0; j)1D, (0 i k )1D.

Sii =0etw = 0,7, prend une infinité de valeurs. Si i = 0 et W # 0, alors A,, = 0 mais pour d’autres
raisons qu’une division de longueurs.

Note : Une longueur orientée peut aussi étre vue comme le déterminant d’un seul vecteur dans un repere 1D :

Det(w’ = Uy.
( )Fe (i)yp X

Dans les repéres de (0; i; j; k)2D

Soit les vecteurs i ; ¥; W non nuls appartenant au plan (0 ; 7; j)2D, tel que
W=0A+0F ; OA=A,.1i ; OF =A,.7

On a la combinaison linéaire W = A,.% + A, .U et on peut résoudre le systéme de deux équations a deux
W, =AUy + A, . Ux

_ par des rapports d’aires orientées.
wy = Ay .Uy, +7L,,.vy}

inconnues {
airelwv est l'aire orientée du parallélogramme construit sur w et v . Elle dépend des coordonnées de ces
vecteurs dans le repére (0; 7; J) et, si on en décide ainsi, de I'orientation donnée par le signe de sin (7,]) a
ce plan. Par contre comme on le voit ci-dessus ce dernier parametre s’annule par division et la résolution des
équations ne dépend donc pas de I'orientation du repére, ni du fait qu’il soit orthonormé ou quelconque.
Mémes remarques pour aire2uw qui est l'aire orientée du parallélogramme construit sur % et w et pour
aire3uv qui est I'aire orientée du parallélogramme construit sur # et v :
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Wx vx
sin (T,)).
airelwv Wy, vy sin (,]). Det(w;v)  Det(w;v)
Y aire3uv Ux Vx|  sin(3,)).Det(u; D)  Det(ii; )
sin (T,)).
Uy Uy
ux Wx
sin (T,)).
aire2uw u, wy, sin (1,7). Det(u; w)  Det(u; w)
v aire3uv Uy Vx| sin(1]).Det(u;¥)  Det(u; V)
sin (T,)).
Uy Uy

Note : la constante sin (1,]) est un cas particulier de la constante a, qui sera théorisé plus loin. On verra au
chapitre 5 qu’on a :

a=1,.£,. |cos((e7),e7)|. |sin((0; 7). &3)|. [sin((0; &7; &2), €3) | .- |sin ((0; er; e_'z); ...;m) , e'm)|

Qui ici, dans un objet repére du plan s’écrit :

a= ‘!’2'%2' |Sin((0; 6_1))'9_2))|
Avec§, = 1:

a =&, |sin((0;e)), ;)| = sin((0; 7). e3) = sin (I,])

ok

W, =}\u.ux+7\,,.vx}

Ce qui résout le systeme { _
wy =AUy, +2A,.v,

Si Det(u; V) = 0 alors U et ¥ sont colinéaires. Si de plus Det(u; W) = 0 alors U et W sont colinéaires (et on a
donc aussi Det(w; V) = 0). Sous cette double condition, I'application linéaire w = A,.1U + A,.7¥ admet une
infinité de combinaisons et I'ensemble des solutions du systéme d’équations estA, € R et A, € R.

Si Det(u; V) = 0 et si par exemple Det(u; w) # 0 alors w n’est pas dans I'espace 1D dimensionné par u et v.
Sous cette double condition, I'application linéaire W =2A,.u +A,.¥ n’admet aucune combinaison et
I'ensemble des solutions du systéme d’équations est vide.

Mais pourquoi avoir disposé ainsi les déterminants ? On liste a nouveau toutes les coordonnées vectorielles
en fonction de I'orientation du repére (O ; 7; J) , pour essayer de s’en faire une idée :

" - |ldll.sin(@,)) " - [|d]]. sin (T,u)
x sin (T,]) Ty sin (T,])
o= [|19]].sin(@,)) o= [|7]]. sin (T, V)
* sin@jp) 7 sin (i,])

W = [IW|].sin(W,]) e = [lW||. sin (T, W)
* sin (,)) Ty sin (1,))

Les signes des coordonnées dépendent des écarts des vecteurs en présence dans le repére (0; C; S )
. . . . J o . . - 7 T . .
implicite du cercle trigonométrique (pour lequel historiquement on a fixé (¢, §) = ;) .Ainsiona:
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w. 12 . - . - > — . - —> - . -
* | [[W||.sin(W,)) ||¥]|. sin (L, D) ||w||. sin L,w) ||9]].sin(?,))

sin(@,) = sin()) sin(@,) = sin())

Airelwv = sin (I, )).

w.

y Yy

Oronalaaussi:
sin(w,]). sin ([, V) — sin (L, W). sin(v,))

= sin (W, V)
sin (1,)) ’
Et dong, puisque sin(W, v) = —sin(v,w) :
W, Uy Ux Wx
= 1wl /51| sin(w, %) = — = —|1B1|.|IWl]. sin@, W)
y Uy y y
Soit le résultat que finalement on connaissait déja, mais qui prouve Det(w; ) = — Det(v; w).

Note : par permutation circulaire dans [’expression développée du déterminant 2x2, ou en redéveloppant celui-ci
a partir de l’écriture compactée, on montre que :
Det(w; V) = — Det(v; w)

Mais pour le calcul des inconnues des équations, I'orientation du repére (0 ; T; J) n’est plus contraignante.
On s’apercoit alors que les signes des coordonnées dépendent de l'orientation relative des angles. Dans un
repére de la droite (OAU) on peut écrire un rapport de mesures algébriques :

Wx vx
sin (T,)).
N wy, vy|  |IWl|.sinW,¥) 04
Y ™ Y| |ldl.sin@, ) OU
sin (T,)).
Uy Uy

Si I'angle (W,¥) est d’orientation relative contraire a (i, 7), on a A, < 0. Si ces angles sont de méme
orientation relative, A,, > 0.

Méme remarque pour A, dans un repére de la droite (OFV) :

ux Wx
sin (1, ]). S
Ay = L;y v:/]y _ ||V|:||.Sl.7’l(u,w) _ @
x x ||v||.sm(ﬁ’,17) ov
sin (3,]).
Uy Uy

On procéde de méme dans les repéres (0 i T E)ZD, (0 ik f)ZD.
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Uy Wy
sin (B,).
. . r . v ., . . r el
Note : si on avait écrit A, = Jx ,,%; , en positionnant dans la colonne de droite les coordonnées de w ,
sin (1,)).
Uy Vy
et non pas a gauche, on aurait eu les angles (V,w) et (4, V) de mémes orientations en considérant la figure ci-
Vy Wy
sin (1,)).
v w w||.sin(¥,w 0A .
o = |;|ﬁ|||| sin((ﬁ’ 73 =5 0. Or on voit bien sur la figure que dans

dessus. Donc on auraiteu 4, =

sin (1,)).
Uy Vy
le repere de la droite (OAU) les mesures algébriques OA et OU sont de signes contraires (ce raisonnement ne

prétend pas étre une démonstration).

Dans le repére (0 ; i; j; k)3D

Soit les vecteurs i ; ¥; w; 71 non nuls appartenant a 'espace (0; 7; J’; E)3D, tel que
M=0A+0F +0S ; OA=A,.1 ; OF=A,.%; 0S=A,.W

On a la combinaison linéairem = A,.1i + A,.¥ + A, .W et on peut résoudre le systéme de trois équations a

my = Ay .Uy +A, . Ux + Ay, wx
trois inconnues { my, = Ay.u, + 4, .vy + A, .wy ; par des rapports de volumes orientés.

m, = Agu,+1,.v,+41,.w,

)

volumel est le volume orienté du parallélépipéde construit sur 7 ; i ; v. Il est donné par le produit mixte. Il

est figuré ci-dessous en bleu par les représentants de ces vecteurs
volumel = m X (U A D)

volume2 est le volume orienté du parallélépipéde construit sur w ; m ; v. Il est donné par le produit mixte.

Il est figuré ci-dessous en marron par les représentants de ces vecteurs
volume2 = v X (mM A U)

)

volume3 est le volume orienté du parallélépipéde construit sur i ; W ; m. Il est donné par le produit mixte.
Il est figuré ci-dessous en vert par les représentants de ces vecteurs :
volume3 = U X (w AM)

)

volume4 estle volume orienté du parallélépipéde construit sur w ;i ; ¥. Il est donné par le produit mixte. Il

est figuré ci-dessous en rose par les représentants de ces vecteurs
volume4d =w X (U A )
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M™

Le principe mnémotechnique est le suivant. On choisit un des trois produits mixtes possibles avec w ; i ; U,
par exemple w X (i A ). On place ensuite au numérateur le méme produit mixte, dans lequel on substitue
successivement le vecteur m a chacun des vecteurs w ; U ; ¥. Le vecteur manquant est celui qui se multiplie
au scalaire A que 'on cherche :

_volume3 WK (m A V) 0A
Y volumed WR (U AD) OU

volume2 WK (d Am) OF
V' volumed WR (U AD) OV

volumel mK (U AV) OS
volume4 WK (U A D) OW

w

SiwK (4 A ¥) =0 alors i et ¥ et W sont coplanaires. Si de plus w K (m A ¥) = 0 alors w et ¥ et m sont
coplanaires (et on a donc aussi WK (U A m) =m X (d A ¥) =0). Sous cette double condition,
l'application linéaire m =A,. 4+ A,.¥ +A,.w admet une infinité de combinaisons et 'ensemble des
solutions du systéme d’équations estA, € R et A, ERetA, €R
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Siwk (U A ¥) =0 et si par exemple w X (m A ¥) # 0 alors 1 n’est pas dans 'espace 2D dimensionné
par u et U et w. Sous cette double condition, I'application linéaire m =2A,.u +A,.7 + A,, .W n'admet aucune
combinaison et I'ensemble des solutions du systéme d’équations est vide.

Soit les développés:

Wy. (V) + wy,. (Mv),, + w,. (mMv), + cos(T, )). (Wx. (mv), + w,. (mv),)

+cos(7, E) (wy. (M), + w,. (mv),) + cos(l_c), D). Wy (M) + wy. (Mv) )

Wy (W) + wy. (W0)y + w,. (uv), + cos(@, ). (wy. (Wv)y, + wy,. (uv)y)

+cos(J, E) (wy. V), + w,. (uv),) + cos(E, D). Wy (UV)y + wy. (uv),)

Wy (Um), + wy,. (um),, + wy. (um), + cos(Z, ). (wy. (um),, + wy. (um),)

+cos(J, E) (wy. (um), + w,. (um),) + cos(E, D). (Wy. (um), + wy. (um),)

A, = S
Wy. (Uv)y + wy,. (uv)y, + w,. (uv), + cos(@, ). (Wx. (uv)y + wy,. (uv)x)

+cos(J, k). (wy. (uv), + w,. (uv),) + cos(k, D). (Wy. (wv)y + wy. (uv),)

My. (UV), + my,. (Uv),, + m,. (uv), + cos(Z, ). (M. (uv)y + m,,. (uv)y)
+cos(J, k). (my. (uv), + my. (uv),) + cos(k, ). (my. (uv), + my. (uv),)

Aw = Wy (UV) . + wy. (UV)y + W, (u), + cos(@ ). (wy. (Wv)y, + wy,. (uv)y)

+cos(7, E) (wy. V), + w,. (uv),) + cos(E, D). Wy (uv)y + wy. (uv),)

On résout ces équations avec :

(mv)x = (l])x + (]k)x + '(ki)x
my Vy my Uy my Uy
m, Uy my, vy m, v,

(mv), = @)y + (k)y+ . (ki)y,
my Dy my, Vg my Uy
M, Vy my, vy m, v,

(mv)z = (ij)z + (]k)z + . (ki)z
my Vy m, 1z My Uy
ux mx uy my uz tmz

(um), = (@x + (k) x + (ki)
uy my Uz my Uy My
Uy my u, m, U, m,

(um)y = (l])y + -(jk)y+ (kl)y
Uy my U, my, Uy my
Uy My uy m, u, m,

(um)z = (l])z + (]k)z + -(ki)z
u}’ m}’ Uy, my Uy my

Uy vy u, vy U, v,
(uv), = () + (k) + (ki)
Uy Vy Uy 2 Uy 2"
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Uy Vy Uy vy, Uy, v,
(uv),, = @)y + (k)y+ (ki)
uy y Uy Vz Uy Uy
Uy Vy Uy vy, Uy, v,
(uv), = (i), + k), + . (ki),
uy vy Uy Uy Uy Uy
Et:
|sin@ ). sin(J, ﬁ) cosd (i) x = 0
@) = &5 . — k' L(0;i;j)2D
S0 sin(i,f).sinéqtoqj3 3 |sindl. sin(7,)) l]
— (i) = 0
N Isin(@, ])|. sin(7, OF ). cosé Y FL0:7)20
(l])y sin(fj?sinﬁ:to B ¢3- 53. |sindl. sin(T, )) .. P
(l])zH = ¢3-§3-|Sln(l:]-)|
P k L(0;7;7)2D
. Isin(@ )|
(U)Z = ¢3'€3-.—
sin(3,)).sind=0 |sindl
- _ |sin(j, k)| Gx = Uk lsinG k)|
Uk)x = by &g TL(0;j;k)2D
sin(jk).siny#0 |siny| r1(0:j:k)
- o ik = 0
(k) _ ok |sin(f,k)|.sin(k,06).cosy Uy T1(0;7;% )2D
ysin(j,ﬁ).siny:#o 353 |Sin'}’|-5in(]—:k) )
(k)2 = 0
N N v1(0;7;k )2D
_ Isin(J, k)|.sin(J,0G).cosy rLog k)
Gk, = — ;. &;. : =
sin(j.k).siny=0 |siny. sm(], k)
sin(k,7)|.sin(k, 0Z). cos (ki) = 0
(ki)y = - ¢3.§3.| ( ')l ( = ﬁ) ~ 71(0:k ;t)2D
sin(k,0).sinu#0 |sinul. sm(k, l)
n (ki)y = & Isin(k, D)l
) |sin(k, l)| TL(0k;t)2D
(kl)y = llj3.§3._—
sin(%,f).sin,u:to lSlan ]
(ki), = 0
- — TL(0:k;T)2D
(kD) bk Isin(k,7)|.sin(3,0Z). cosp
i = £ =
‘ sin(k7).sinu#0 353 |Si7’l,u|.SiTl(k, l)

Base orthonormée

Sila base est orthonormée, cos(7,]) = cos(f, E) = cos(ic+ ,?) = 0, etsilerepére estd’orientation directe dans
I'espace d’orientation directe ona (ij), = (jk), = (ki), = 1, etle calcul d'un volume orienté s’identifie alors

au calcul d'un déterminant. Soit, avec les égalités :

My Ux

my Uz

On a aux numérateurs, dans le repere 3D orthonormé direct :

Uy my,




wRk(m A v) =
@; v; w; m)
€
(0;1;7;%)
ortho
b=£=1
U#0 et 5#0
et W0 et m#0

Wy
mZ UZ

U, Uy

m,
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Ux Wx mx vx

=|wy, my, vy |=Det(W,;m;V)
vy WZ mZ UZ
My Wy Uy my

— - —

=|Wy U, My |=Det(W;u;m)
my WZ uZ mZ
vx mx ux vx

=[my u, Vy|=Det(m;u;v)
vy mZ uz UZ
vx Wx ux vx

=Wy Uy Vy|=Det(w;u;V)
vy WZ uz UZ

On retrouve alors la présentation habituelle des formules de Cramer, en permutant circulairement de la
méme fagon les vecteurs au numérateur et au dénominateur :

Wy my, Uy my, v, W,y
owe my vl Im, v, w,
u Wx ux vx ux vx Wx

Wy Uy Uy uy vy Wy

WZ uZ UZ uZ vZ WZ

Wy U, my Uy my, Wy
oo lwy w, omy | u, m, w,
v =W, U, Uy U, Uy Wy

Wy Uy Uy Uy vy Wy

WZ uZ vZ uZ vZ WZ
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Note : par permutation circulaire dans [’expression développée du déterminant 3x3, ou en redéveloppant celui-ci
a partir de l’écriture compactée, on montre que :

Det(w; u; V) = Det(u; w; v) = Det(V; u; w) = — [Det(V; w;u) = Det(u; v;w) =Det(w; U; V)]

Pour une méthode de calcul des déeterminants 3x3 et nxn, voir en annexe.

Base quelconque

On verra au chapitre 4 que le calcul d'un volume orienté est proportionnel, selon une constante

a dépendante de la configuration du repére, au calcul d’'un déterminant dans le repere 3D quelconque, et
qu’on peut écrire :

w, m, v Wy. (mv), + wy. (M), + w,. (mv), + cos(T, ]). (wy. (mv), + w,,. (mv),)
a|wy my, v ‘ +cos(J, E) (wy. (mv), + w,. (mv),) + cos(E, 7). (Wy. (V) + Wy (Mv),)
}"u _ W, m, IZ2
‘:/va ZX ZX Wy. (), + wy,. (uv)y, + w,. (uv), + cos(, ). (wy. (uv)y + w,. (uv),)
a. Wy y y -7 >
w, u, v, +cos(], k). (wy. (uv), + w,. (uv)y) + cos(k, 1). (w,. (uv), + wy. (uv),)
w, u, my Wy (Um) . + wy,. (um),, + wy. (um), + cos (@ ). (wy. (um), + wy. (um),)
a.(wy uy, my ’ +cos(f, E) (wy. (um), + w;,. (um)y) + cos(l_é, ?). (W, (um), + wy. (um),)
A = Wy U, m, | _
v MM//X 'Zx sx Wy (W0)y + wy. (uv)y, + wy. (Wv), + cos @ )). (wy. (Wv)y, + wy,. (uv),)
a. Wy y y > 7 7 o
w, u, v, +cos(], k). (Wy. (uw), +w,. (uv)y) + cos(k. L). (W, (Uv)y + wy. (Uv),)
m, u, v, My (UV), + my. (uv), + m,. (uv), + cos(@,)). (m,. (uv), + m,,. (uv),)
a.|my Uy, vy ‘ +cos(7, E) (my. (uv), + m,. (wv),) + cos(ﬁ, 7). (m,. (uv), + my. (uv),)
A = m, Uy IZ2
v We Ux U ’ Wy. (uv), +wy,. (uv)y, + w,. (uv), + cos(,j). (Wx. (uv)y + wy. (uv)x)
a.|Wy Uy Uy

+cos(f, E) (wy. (uv), +w,. (uv)y) + cos(E, ?). (w,. (uv), + wy. (uv),)

3.4 Formules de changement de coordonnées entre repéres quelconques de mémes dimensions

Des formules de changement de coordonnées entre reperes quelconques de dimensions différentes n’ont de
sens que si elles mesurentle méme objet. On peut modéliser un objet de dimension p (avec des coordonnées
prises dans un repére de dimension p) dans un repere de dimension n = p, mais pas l'inverse. Pour le dire
autrement, on peut modéliser un cercle dans un espace 2D ou 3D, mais on ne peut pas modéliser une sphere
dans un espace 2D ou 1D (ou 0D).
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Note : les orientations des plans des repéres quelconques ne déterminent en rien les calculs de coordonnées. Toutes
les équations employées jusqu’ici comportent des cosinus d’angle, insensibles aux orientations des plans, ou bien
des divisions de sinus de méme plan ou des valeurs absolues de sinus, ce qui rend ces opérations insensibles aux
orientations des plans.

3.4a D’unrepére (0O; )1D aunrepére (0'; HE—H )1D
u

On suppose connues les coordonnées d'un point M(M,) dans (O ; 7). On cherche les coordonnées de ce

L| ) construit sur le vecteur i tel que :

]

OM=M,—0).T=r . T=2,.

point M(M,,) dans le repére (0';

N

— u

ull.tm—
ﬁ
[l

.. qui est une relation indépendante de tout repere. On a donc la solution, avec 0',, = 0
puisque O’ estI'origine du nouveau repeére :
{F=1)

{Mxl = Ay

Qui est trouvée par la résolution du systeme :
{(My —0'y) =Xy uy}

Dont on connait la solution A, = (M, — 0',)/u, par une division de longueurs orientées, que l'on sait
calculer dans le repere quelconque.

On sait par ailleurs déterminer la norme du vecteur 4 en fonction des parameétres choisis pour construire

0;17):

N[ =

[ = [ux?]

=1|u
we(0;1;7;k)3D x|

On peut donc calculer les coordonnées de M (M,,) dans le repére (0';

ik

—|| _ (M, — le)- |y |
|-

M, =2X,. =
X

On procéde de méme dans les repeéres (0';

—~)1D, ( -%)m de (0; 1)1D
1]

On procéde de méme dans les repéres (0'; | )1D (0'; “ || )1D, < _)|| >1D de (0; j)1D

On procéde de méme dans les repéres (0';

g|

|)1D 0’'; || || )1D, < >1D de (0; k)1D
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E

® 2D

;
=
7]

3.4b D'unrepére (0 ; U; j)2D aunrepére (0';

=l

Soit u; W; V€ (0; T; J)2D.0nsuppose connues les coordonnées d'un point M (M, ; M,)) dans (0 ;7;])2D.
—— ") construit sur les deux

On cherche les coordonnées de ce point M(M,, ; M,,) dans le repére (0; _7|| ; ||ﬁ||
u v

vecteurs U ; U tel que:

N
v

([

... qui est une relation indépendante de tout repere. On a donc les solutions, avec 0’,, = 0'), = 0
puisque O’ est I'origine du nouveau repere :

71

OM = (My—0') T+ My —0')).J = Ay i+ Ay .7 =y |7||.“%H+;\,,.

gl

B
gl

(M, =2,.

My, =2, .

Qui sont trouvées par la résolution du systeme :
My —0'y) =2 .uy + 2y .vx
(M, —0")) = Ay.uy + 4, .0y

Dont on connait les solutions A, ; A, par des divisions d’aires orientées, que I'on sait calculer dans le repére
quelconque :
!
(Mx -0 x) Uy

a.
1 = My, —0'y) Uy
u ux vx
a.
Uy Vy

Uy (Mx - le)

a.
1 = Uy (M, —0')
v ux vx
a.

uy Vy

On sait par ailleurs déterminer les normes des vecteurs % ;¥ en fonction des paramétres choisis pour

construire (0; 7; J):

N =

||| ?e(o-?z-j-%)w [ue® + uy? + 2uy.uy. cos(@, )]

1
[ + v, + 2v,.vy.cos(1,]) |2

v
I IIFE(O;

b
b

5 ;E)3D

~

|§l

5
)
Il

On peut donc calculer les coordonnées de M (M,, ; M,,) dans le repere (0';

=l
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( (M, —0'y) Uy )
a.
M, —0',) v L oL
M, = P i 7 L w2+ Uy + 2uy.uy. cos(7,))]2
a.
Uy Uy
{ ’
Uy (Mx - le)
a.
u (M, —0',) L1
M, = 4 = 4 T Y1 w2+ vy? 4 251y cos(@, ) ]2
a.
\ Uy vy J
On procéde de méme dans les repéres (0'; | | || ||)2D ,(0'; ﬁ “ ||)2D de (0;7;J)2D.
1]
Pour (W; ¥; W)€ (0 7; k)ZDOnprocededememedanslesreperes(0 || || || ||)2D(0’ ||A|| “ ||)2D,
v

|§l

0'; )2D de (0;; k)2D.

S|

Pour (; #; W)€ (0; k; 1)2D On procéde de méme dans les repéres (0’;ﬁ;ﬁ)2D o’ ;ﬁ; ﬁ)ZD,
u v u w

|§l

)2D de (0; k; 7)2D.

=

v

U
— ’ —
et} [

@

3.4c D'unrepére (0; T; j; k)3D A un repére (0'; )3D

;
—
(il
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On suppose connues les coordonnées d'un point M(M, ; My, ;M,) dans (0; 7; ] ; I?)BD. On cherche les

= —

. ; |%||) construit sur les trois
w

|§l

4 —
Il

coordonnées de ce point M(M,, ; M,, ; M,,) dans le repere (0';

=l

vecteurs u’; U; w tel que:
OM=M,—0,) .T+M,—0,).j+ (M, —0,) .k =

Ay U+, D+HA, W=,

— U — v — w
|u||T+7\v|vl|T+kw||w||T

] 71 [l
... qui est une relation indépendante de tout repére.

On a donc les solutions, avec 0y, = 0'), = 0',, = 0 puisque O’ est I'origine du nouveau repére :
My, =\, |E||

My,=xv.||?||

M, = A,. |W||

Qui sont trouvées par la résolution du systeme :

M, —0')) =X .uy + A, .vx + A, . Wx
My, —0"))) = Ay.uy + 4, .vy + 4, . wy
M, —-0') = Apu, +2,.v,+1,.w,

Dont on connait les solutions A, ; A, ; A, par des divisions de volumes orientées, que I'on sait calculer dans
le repére quelconque :

Wy (Mx - le) Uy
a.(wy (My—=0'y) v,
Wz (Mz — Olz) Uz

}\u - Wy Uy Uy
a.|Wy Uy Uy
Wy Uy Uy

Wy Uy (Mx - le)

a.|lwy, u, (M,-0"))

A = W, Uy (Mz - Olz)
v Wy Uy Uy
a. Wy Uy Uy
Wy Uy Uy

(Mx - le) Uy Uy

a.|(My=0"y) uy vy

A = (Mz - 0’2) Uy U,

w =
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On sait par ailleurs déterminer les normes des vecteurs u’; ¥; w en fonction des parameétres choisis pour
-
construire (0; T; J; k) :

— = 1
@I = [ue® + wy? +uw? + 2uyuy.cos(@,]) + 2.uzuy.cos(J, k) + 2.u,. uy. cos(k,7)]2
u E(O; ;];k)3D
— = 5 1
el = [nP+ 2+ 12+ 2v0vy.c05(,]) + 2.v,vy.c0s(], k) + 2.v,. vy cos(k,T) ]2
VE(O;*;j;k)3D
- = l
Wl = w4+ w2+ w2 + 2w wy.cos(@,]) + 2.w,wy. cos(J, k) + 2.w,. wy. cos(k,7) ]2
w E(O;L;];k)3D
On peut donc calculer les coordonnées M (M,, ; M,, ; M,,) dans le repére (0'; H%| ; |%; |%||) :
u v w
( Wy (Mx - OIx) Ux )
a.[wy (M,—=0") v
W, (Mz B 0,2) U, - 57 - a1
M, = T TR Jwe? + uwy? +w,? + 2upuy.cos(@)) + 2.u,uy. cos (5 k) + 2.u,.u,. cos(k, 7)]2
a(Wy Uy Uy ‘
WZ uz vZ
Wy Uy (Mx - OIx)
a.|wy u, (My,=0'y)
w, u M, —0' u L - 51
1 M, = 2 W Z u,f 2 s 2) [v? 4 vy 4 v,% + 2v,. 1. cos(@,]) + 2.9,y cos(], k) + 2.v,. v, cos(k,T) |2
a. Wy Uy Uy
WZ uZ UZ
(Mx - le) Uy Uy
a.|(My =0'y) u, v,
(M,—0',) u, v ) - ool
M,, ZWx Zux f,x 22 w2 + w2 4+ w2+ 2w wy. cos(@,)) + 2.wwy. cos( k) + 2.w,. wy. cos(k,7) ]2
a. Wy Uy Uy
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3.5 Tableau récapitulatif des formules de conversions de coordonnées entre repéres quelconques euclidiens de mémes dimensions
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E

De(0;i;j; k)3D a(0'; ;i;i)3D
7" ||

il

— — l
Jur? + uy? + u,? + 2wy uy. cos(@,]) + 2.uyuy. cos(f, k) + 2.u,. uy. cos(k ,7)]2

N =

v+ v% + v, + 20,1y cos(T,]) + 2.v,vy. cos(, k) + 2.v,. vy cos(k,7) ]

— — l
Awe? + wy? + w2 + 2wy wy. cos (T, )) + 2.wwy. cos(J, k) + 2.w,.wy. cos(k ,T) ]2
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De (0; i;j)2D a(0'; ™ ; -2)2D

[l

<l

=

1
2

] [uxZ + uyz + zux.uy. COS(?;D]

1
A + vy? + 200y cos (@) 12

De(0; i)1D 4 (0'; —~)1D

]

. (M= 0"). Juy|
JIe] -
Uy




Le Polymixte Envotiteur - 128



Le Polymixte Envotteur - 129

Chapitre 4

JEUX D’ECRITURES DANS L'ESPACE nD
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4.1 Généralités

Les considérations suivantes ne signifient pas que tout ou partie des dimensions supplémentaires existent
réellement. L'esprit peut formuler des buts, il sera souvent déjoué et ne trouvera qu’'un devenir d’activité
combinatoire dans sa quéte d’'une mémoire ; ici dans le développement des jeux d’écritures d’'un moment
de sa réalité, qui est un mouvement de la réalité tout entiere.

4.2 Mise en évidence du déterminant 3x3 dans le produit mixte

du repére quelconque 3D et premiére approche de la constante a

Les calculs informatiques ont montré que les quotients de déterminants 3x3 donnaient les inconnues A
méme dans le cas de (0 ;1T E)SD quelconque. Il existait donc un rapport de proportionnalité entre un

déterminant 3x3 et son produit mixte. Cela valait donc la peine de le chercher. En développantw X (1 A ¥),
ces trois vecteurs étant non nuls, on a :

WK (U A V) =wy. (uv)y +wy. (uv)y + w,. (uv), + cos(@, ). (Wx. (uv)y + wy,. (uv)x)
+cos(], E) (wy. V), + w,. (uv),) + cos(E, D). Wy (Uv)y + wy. (uv),)

Soit le développé complet :

X

WK (U AD)=

Wy (ux. vy — Uy, vx). (i) + W, (uy. v, — Uy. vy). (k) — Wy (Uy. v, — uy.vy). (ki)
+wy. (ux. vy — Uy, vx). i)y + wy. (uy. v, — Uy. vy). UKy —wy. (Uy. v, — Uz ). (kD)

AWy (U vy — Uy vy). (i), + Wy (w1, — upa1y). R, — Wy (g v, — Uy 1) (D),

+c0s@ 1) Wy (- vy — Uy 1). (i) 5 + €OS@ ). Wy. (Uy. v, — Uy v). (jK)y — €OS@, ). Wy (. U, — Uy V). (ki)

+ cos@ ). wy. (- vy — Uy 1). (i) + cOS@ ). Wy. (Uy. v, — Uy ). K) = c0S(T, ). Wy (U v, — Uy V). (ki)
+cos(J, k). wy. (U vy — Uy 1). (i), + cos(J, E).Wy. (uy. v, — uzvy). k), — cos(J, E).Wy. (uy.v, — u,.v,). (ki),
+cos(J, I:) wy. (Uy. vy — uy. v ). (i), + cos(J, E) wy. (uy. v, — u,.vy). jk), — cos(], E) W,. (Uy. v, — Uy 1y). (i),
+ cos(k, 7). wy. (uy. v, — Uy vy). (i) + cos(k, 7). w,. (uy.v, —uzvy). k), — cos(k, ©). wy. (g v; — Uy 1. (ki)

+COS(E, D)Wy (- vy — uy vy). (i), + cos(ﬁ, D). wy. (uy. v, — up.vy). k), — cos(E, D) Wy (U Uy — Uy ). (k)

Qui donne, arrangé autrement :

X

WK (U AD)=

W (uy. v, — uz. 1) (KD + cos(@ ). (k) + cos(E, 7). (k),)
—Wy. (Uy. V; — Uy V). (i), + cos(T, ). (ki) + cos(J, E) (ki),)
+w. (Uy. vy — uy. v). (i) 2 + cos(J, E) @)y + cos(E, 0). (i)

AWy (U vy — uy.vy). ()5 + cos@ ). (i), + cos(z, 7). (i)
FWy. (Uz. Uy — Uy v,) (kD) + cos(T, ). (ki) + cos(ﬁ, 7). (ki),)

Fwy. (U vy — 1y 1) (i) + cos(T,)). (i) + cos(], E) (i),
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+wy. (uy. v, — up.vy). (k) + cos(@, ). (ik) + cos(7, E) Uk),)

+ wy. (uy. v, — uy.vy). (k) + cos(], E) k), + cos(E, 0). Gk)x)
W, (Uye Uy — Uy V). (ki) + cos(], E) (ki), + cos(E, 7). (ki)y)

L'outil informatique donna un résultat étonnant et stimulant, comme un cadeau, sur le rangement ci-dessus
effectué dans un mélange de hasard, d’espoir et peut-étre d’intuition :

jkx+cosij*jky+coski*jkz=0,6830127018922224653991180644
kiy+cosij*kix+cosjk*kiz=0,6830127018922209220782768616

ijz+cosjk*ijy+coski*ijx=0,6830127018922191636854990381
Sk ook g

ijx+cosij*ijy+coski*ijz=-0,0000000000000002360149067454

kix+cosij*kiy+coski*kiz=0,0000000000000005071628365598
ok Rk Rk kR kR KRR Kk

ijy+cosij*ijx+cosjk*ijz=-0,0000000000000000258134504820

jky+cosij*jkx+cosjk*jkz=0,000000000000000C000000000000
Fkkdkockkkkkdkkkkkk

jkz+cosjk*jky+coski*jkx=-0 ,0000000000000084116964526628
kiz+cosjk*kiy+coski*kix=0,0000000000000000000000000002

On a constaté ces équations dans toutes les simulations effectuées. On pouvait donc supposer :
(k)x + cos(@ ). k), + cos(k, 7). (jk), = (ki)y + cos(@,J). (ki) + cos(J, k). (ki),

= (if), + cos(j, k). (i)y + cos(k,7). (i)«

Et:
(if)x + cos(@ ). (if)y + cos(k, 7). (i), = (ki) + cos(, ). (ki) + cos(k, 7). (ki), = 0

i)y + cos(@ ). (i) + cos(J, E) (i), = (k)y + cos(@ ). (k) + cos(J, E) (jk), =0
(k) + cos(7, E) (k)y + cos(E, 0). k) = (ki), + cos(J, E) (ki), + cos(E, ?). (ki),=0
On pouvait donc ensuite essayer de démontrer ces équations. On donne ci-dessous le développé de ((ij), +
cos(J, k). (i), + cos(k,7). (if),) qui se simplifie, avec :

cos( k) = cosé. cos(f,ﬁ) ; cos(k,D) = cosé. cos(f,ﬁ)
knonl(0;1;j)2D knonl(0;1;j)2D

cos(f,l_c))ﬂ = 0 ; cos(E,?)ﬂ 0
%

k' L(0;1;7)2D 1(0;1;7)2D

Soit, sik L (0;7;])2DoulD:

(i), + cos(7, k). (D + cos(k, ). (if)z) T Vb |sin (i.7)

i1;7)2

Soit si k non L (0;7;7)2DoulD

(ip, + cos(], k). @)y + cos(k, 1). (i) mel(;f ; )ZD
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Isin(@, ). sin(J, ﬁ) cosé

[sin(,])| . Isin@ ). sin(3, ﬁ) cosé -
- k), &, = k, 1) ,.&,. - —
Vs & [sind COS(] ) Vs &y |sind|. sin(i,]) + COS( l) V& |sind|. sin(i,])
3 |sin(Z, )| L Isin(@, ). sin(z, 51?) cosd S |sin(i’,f)|.sin(f,6ﬁ). coséd
=U,. & [ [sind] — CoSo. cos(],OF).¢3.§3. [sindl sin(.}) + cosé. COS(l, 0F).¢.g. Isindl sinG.])
B |sin(Z, ]| |sin(?,f)|.coszé.cos(f,ﬁ)sin(?,ﬁ) N |sin(@,])|. cos?8.cos (T, OF) sm(],OF)
= s &l |sind) |sind|. sin(i,]) |sind|. sin(7,])
B Isin@ )| |sin@ ). cos?8. (sin(], OF) cos(Z, OF) - cos(],OF)sm(L OF))
= 3Gl |sind| |sind|. sin(i,])
Isin@, )|  |sin(@])|.cos?8.sin(i,)) cos?6
=5 &5 [ - . — | =, & IsinC DI — =]
|sind| |sind|. sin(i,]) |s m5| |sind|

U, &5 [sin(@, )| |sind|

fnonJ_(O;i;j)ZD

De méme pour (ki),, + cos(7, ). (ki) + cos(J, k). (ki), en utilisant

cosu.cos(k, 0Z) ; cos(j, K
j1(0;k ;i) 2DoulD

cos(J, k) =

j J.non(O k;i )
= 0

cos(1,]) = cosp.cos(L,0Z) ; cos(i,))
7L1(0;k ;1)2DoulD

T Lnon(0;k;i)2D

On obtient :
Uy £ |sin(k,7)]. Isinul

(ki)y + cos(@, ). (ki) + cos(J, k). (ki), 3
7nonl(0;k;i)2D

(ki)y, + cos(@, ). (ki) + cos(J, k). (ki) e
TL(0;k;7) 2D

De méme pour (jk), + cos(Z,)). (jk)y + cos(ig, 7). (jk), en utilisant

cos(3,)) = cosy.cos(f,ﬁ) ; cos(i,)) = 0
TLnon(0;j;k)2D 71(0;j;k)2D
cos(E,f) = cosy. COS(E,O—d); cos(l_c),T) = 0
Tlnon(O;j;Té)ZD ?J_(O;j;fé )ZD
On obtient:
= 0. &, |sin(J, k)|. Isinyl

(k) x + cos(@ ). (jk), + cos(k, 7). (jk),
Tnonl(0;7 K )2D
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(k)x + cos(@ ). (k) + cos(E, 0). k), = Uy &, |sin(J, E)|

71(0;7;k)2D

Note : pour k non L (0;7;7)2D et non L (0; E;?)ZD ettnon L (0;7; k )2D on a les égalités :

|sin(z,]). sind| = |sin(E, 0). sinu|=|sin(J, I_c)).siny|

On donne maintenant la preuve des expressions nulles. On donne ci-dessous le developpé de ((ij), +
cos(@,J). (i) + cos(j, k). (if),) qui se simplifie, avec :

cos(T k = cosé.cos(7,0F) ; cos(j % = 0
U )FnanJ_(O;f;j)ZD (] ) (] )Iﬂ(o;?;]')zD
e = 05 @y = 0; (ij)z = P& Isin(@ )]
K L1(0;i;7)2D K L(051;7)2D 1(0;1;7)2D
Soit, sik L (0;7;7)2DoulD :
@)y + oSG @i+ c0s(LR). @ | = Uk |sin (i.7)]- @ =0

Soit si k non L (0;7;])2DoulD

((i))y + cos@ ). (i)x +cos(7 k). (), . =
knonL(Oz ;7)2D

|sin(?,f)|.sin(?,ﬁ).cos ) . |sin(?,f)|.sin(f,ﬁ).cos§ Lo |sin(T,))|
Uy & |sind|. sin(i,]) + cos( )by &5 |sind|. sin(T,)) + OS(]'k)'¢3'§3' |sind|
|sm(l])| sin(i,0F). > - Sin(j,0F) OF)
=15,.&;.cosé. - [— Sinl) + cos(i, )). Sinl) + cos(J, OF)
—,.£..c08S |sin(@))| sin(@)).cos(j,0F )+cos(,).sin(j,0F)—sin(i, OF)]
= &5 " |sindl [ sin(L.))
_ Isin@)| [sin(3,0F)—sin(i,0F).] _
_¢3'£3'C0 s. |sind)| [ sin(i,)) =0
De méme pour (i), + cos(T,)). (ij), + COS(E, 0). (i) qui se simplifie avec
cos(k, = cosd.cos(t,OF) ; cos(k,T = 0
GRS kKnonl(0;i;7)2D ( ) ( )kl(OY,f)ZD
(e = 05 Gy = 05 G = wklsin))
k L(0;7;7)2D kK L(0;1;])2 k' L(0;1;7)2D

Soit, sik L (0;7;7)2DoulD:
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& [sin(@,))].(0) =0

(if)x + cos(@,)). (ij)y + cos(k, f). (i)), E’l(oi:;])zp

Soit si k non L (0;7;7)2DoulD
(i), + cos(@, )). i)y + cos(k L) (i), .

nonJ.(OL}) D
ln(ll)|]

Isin(@,))|.sin(j,0F ).cos 5 Isin@,])|.sin(1,0F).cos & Is
cos(, ). simolSinG) + cosé. COS(l OF) sl

=¢3' §3' [ |sind|.sin(@,))

_ Isin@))| -sin(j,0F). > sm(l OF)

={s,.£;.C0S0. st [ ) — cos(, ). e + cos(T, OF)
sin(j,0F )—cos(i,)).sin(1,0F )+cos(1,0F). sm(lj)]

_ |sin(@))|

=\s,.£&;.C0S0. Isinol [ sin(@))
_ |sin@ )| sin(J,0F)~sin(j,0F)
_¢3_§3.C055 Isinol [ Sln(l,]) ] 0

On démontre de la méme fagon que
k), + cos@ ). (jk)x + cos(J, k). Gk,
(k) + cos(J, k). (jk)y + cos(k, 7). k), =

(ki)x + cos(Z,)). (ki) + cos(E, ?). (ki),
(ki) + cos(J, k). (ki)y, + cos(k, 7). (ki) =

Wy Uy Uy

On peut donc écrire en fonction des parametres les formules générales
Wy Uy Uy

WHE(EAD) = Uy &g, [sin (L.7)] - 1sinal.
; v; )E( als ) k) w, U, v,
70 et 7#0 et W0
knonl(0;i;j)2D
Wy Uy Uy
W (U A V) = Uy §3.|sin(1,])| Wy U, Uy
(w;v; w)e (O;E;ﬁ;ﬁ)3D P u, v,
10 et D#0 et W0
k' 1(0;1;7)2D

La constante a est donc en premiere approche dans ce cas particulier d’'un espace 3D

U, &5 [sin(@ ). |sind|

a =]
knonl(0;1;j)2D
5 -
a_ = & |sin@)]
k1(0;T;7)2
il est nécessaire pour étre cohérent avec ce qu’on a dit précédemment de les distinguer, car pour k L

Note : i ) o 2
7)2D I'angle 8 n’est pas défini. Néanmoins il ne faut pas se rendre esclave des symboles. Quand on arrive a
ces formulations, on peut tout a fait redéfinir 6 en lui permettant d’étre un angle droit.

;7
i T k)3D est orthonormé direct et I’espace d’orientation directe, a = 1 et on retrouve [’égalité entre

i (0;7
produzt mixte et déterminant
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Le signe du déterminant (Wy, U, V) |ditdoncl’orientation relative dew etu A ¥ dans le cas particulier
w, u, v,

du repére orthonormé directoide dans I'espace orienté de facon directe. Dans le cas général c’est le signe du

produit mixte qui renseigne sur l'orientation relative de w etu A v . S'il est positif, W et i A ¥ pointent

dans un méme demi-espace, car alors cos(w,(d A v)) > 0. S'il est négatif, w et U A ¥ ne pointent pas

dans le méme demi-espace, car cos(w,(u A 7)) < 0. Si le produit mixte dans le repére 3D est nul, 4, v, w’

sont coplanaires etw etd A v sonta angle droit car alors cos(w, (U A 7)) = 0.

On ne cherche pas pour le moment a mettre en évidence le déterminant 3x3 dans une formulation du produit
mixtesi (0; T; J; k)2D estun plan ousi (0; T; J; k)1D est une droite.

4.3 Passage a I'usage d’'une notation synthétique appropriée

Par « synthétique », jentends que la notation doit symboliser ni plus ni moins que ce qui est nécessaire pour
exprimer la chose vue. Les lettres de 'alphabet ne sont pas en nombre suffisant pour décrire un espace
vectoriel nD .

La notation nD signifie espace vectoriel de dimension n.
Un ensemble de n vecteurs unitaires formant une base de I'espace sera distingué par la lettre e et I'indice i :
{e,in={e;e;..;ep}; 1<i<n

Les indices chiffrés successifs de e, ne signifiant aucun ordre privilégié de ces vecteurs. On sait cependant
que du point de vue de l'orientation en 3D les permutations circulaires d'une énumération e; , e, , e5 des trois
vecteurs de base définissent la méme orientation d’un objet (O;e; ; e5 ;e3). De méme les énumérations
e, ,es,e, des trois vecteurs de base définissent l'orientation contraire a la précédente du méme objet
(0; €71 ; e3;e;). Un méme objet correspondant a la méme disposition spatiale de tous ses vecteurs.

Les coordonnées d’'un vecteur e, d’'un repére de { e, }n sont notées ej|; :
- —
a:€i|i.a+0+"'+0 ;ei”:l

On distinguera deux vecteurs quelconques de { e, }n en les écrivant par exemple e; et e, ou encore e, et
e, avec1 <p <n;1<p <n,sile contexte s’y préte. On utilise en effet p et p’ plutdt que i et i’ pour lire
sans confusion chaque coordonnée en i d'un produit vectoriel de deux vecteurs unitaires appartenant a
I'espace décrit par { e; }n. Cette forme analytique de e, A ‘e, est définie en tout cas pour n > 3, puisque e,
et e,, sont non nuls et non colinéaires car ils font partie d’'une base :

ep Ney = (epep’)“'_éf + (epep’)p'_e—z) +(epep’)|3'e_3) o +(epep’)|n-e_n)

Note : la notation (epep')ueSt par défaut celle de la coordonnée en i d 'un produit vectoriel, mais elle conviendrait

aussi pour la notation de la coordonnée en i d ‘une somme de vecteurs. Dans ce cas on noterait pour les distinguer

(epeP,)Ali ; (epep')+|i
Et dans le cas d’opérations successives :
efN(ezNe3) = (ereze3)ni 5 €1 +e; +e3 = (ereze3)yy;

*kxk

Un ensemble de m vecteurs quelconques de I'espace sera distingué par la lettre v et l'indice j :
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{(yym={v;v;.; V0 }; 1<j<m
Les coordonnées d'un vecteur v; de { 7] }m sont notées vj; :
Uy =Vjj1.€1 T Vjz.€2 + -+ Vjp. €

L'ensemble des coordonnées vj); est noté par la matrice V,, ou par le déterminant Det{ v;; }m :

171|1 'U2|1 vm|1 l71|1 v2|1 Um|1
Uiz V212 - Um)2 V12 V212 - VUm)2
Vi3 V213 = Umiz | . _ Y13 V213 - Umy3
Vi | 2 720 Det{ vy Jm= T B |
v1|n v2|n vm|n v1|n v2|n vm|n

Note : Det{ vj; ym a un sens seulement si la matrice est carrée (autant de lignes que de colonnes).

L'ensemble des coordonnées de m vecteurs de I'espace de dimension n est noté { v, jm|n :
( — — — — e —
vm(vm|1.61 T Upp2-€2 + Upyz-€3 + "+ Upyp. € n)

U3(U3|1.61 + U3|2. ez + 1.73'3.63 + A + U3|n.e Tl)

—
{v)) ymin s
Il — — — — —
Uz(vzll.el + U2|2.62 + 1.72'3.63 + A + Uzln.e Tl)
— — — — —
L 171(171|1.el + 171|2.ez + v1|3.83 + -+ v1|n.e Tl)

Avec
1<j<m;1<i<n

On distinguera deux vecteurs quelconques de { ; }m en les écrivant par exemple V7 et v,.

Pour v et v, non nuls appartenant a { v; }m de I'espace décrit par { e; }n on écrit v; A v, défini en tout cas
dans{e, }n; n > 3tel que:

VA, @AV + LAV + WAV 3+ + (VL AV),

(v15vz )ele In
7#0 et U, #0

= (V.6 + (V1vy)p. €5 +(V1vy) 3. €5 + -+ (V1VR)jn- €y

On change désormais la notation des angles en en faisant des relations d’objets a objets :

On notera:
8= ((0;e7;e,),e3), 'élévation du vecteur e; au-dessus de l'objet plan (0; ej; e;)
(e1,e2) = ((0;e7),e3), I'élévation du vecteur e, au-dessus de I'objet droit (0; e7)
v= ((0;e3;e3),e;) , I'élévation du vecteur e; au-dessus de I'objet plan (0; e5; e3)

(e3,e3) = ((0; e3),e3), I'élévation du vecteur e; au-dessus de I'objet droit (0; e3)
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u = ((0;e];e3),e,),'élévation du vecteur e, au-dessus de I'objet plan (0; e;; e3)
(e5,e1) = ((0; e3),e;), I'élévation du vecteur e; au-dessus de I'objet droit (0; e3)
Et de maniére générale :

0;el;ey;...;e7),emrq;), 'élévation du vecteur e au-dessus de l'objet (0;e;;e5; ...;e,,) (qui est mD
1, €2 m)y €m+1 m+1 ] 1, €2 mJ) (4
s’il est une base)

(@, ey ) = ((0; e_p’), e,,) , 'élévation du vecteur e, au-dessus de 'objet droit (0; e_p’)

4.3a Produit vectoriel en nD

Dans toutes les dimensions :

vy AV, = indéfini
(vivz))efe In

v,=0 et/ou v,=0

Pour deux vecteurs d'un espace vectoriel de dimension n > 3, le produit vectoriel est défini dans le méme
espace  n=>3. On montre ci-dessous les développés jusqu’a n=5 dans chaque base {e }n:

n=0:
— -
vy Av, = 0 AO0=indéfini
(viivz )e{e; 30
n=1
17—1) 74N U_Z) = (vl|1 e—l)) A (v2|1 e—l)) = lndéflnl
(v )ele 11
B7#0 et U;#0
n=2
— — — —. — —
vy A vy = (v1|1 . €1 + 171|2.62) VAN (172|1. e1 + v2|2.€2)
(v15v7 )€ele; 2
T7#0 et T;#0

= (U1|1.U2|2 —Vy)2- V211 ) .eq\Ney

e; A e, estindéfini en 2D car une base est une famille de vecteurs non liés, donc e; et e, ne sont pas
colinéaires. Mais si (v1|1. V212 — V1p2- V21 ) = 0, pour v; et ¥, non nuls et colinéaires, on pose qu'il y a
assez de dimensions dans le plan pour définir un vecteur nul orthogonal a v; et v,. Donc :

— — =
Vi ANV, =
(viv7)ele 32
V=10,
;%0 et U, #0

Note : c’est un « oukase » de ma part, le produit de « zéro » et de « indéfini » étant jugé défini !

Etsi (U1|1.U2|2 — V1)2- V21 ) +=0:



Avec:

Ona:

— —
Vi ANV =
(v1v7 )e{e 32
A,
,#0 et U,#0

— —
vViANY =
(v15v7 )e{e; )3
T1#0 et U;#0

indéfini

— — —. — —
(7.71'1 . €q + Ullz. (=5) + 7.71'3. 63) A (U2|1. €1 + Uzlz. (=5) + U2|3. €3
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—

= (171|1.U2|2 —V12- V21 ) etN\ey +(l71|1.172|3 — V13- V211 ) .eqANeg

+ (U1|2-172|3 —U1|3-V2|2)-5’2/\6’3

= (e1ez)1.€1 + (e1€3) 2. €7 +(eqe2) 3.
= (e1e3)|1-81 + (e1e3)2- €2 +(eqe3)3.
= (eze3)|1-€1 + (eze3)2.€; +(eze3) 3.

S S

(v1v2)|1 = (U1|1-U2|2 — Vy2: V21 ) . (3192)|1 + (771|1-772|3 — V13- V2pn ) . (6193)|1 + (171|2-172|3 — Vq13-V2)2 ) . (3293)|1

(171172)|2 = (V1|1-172|2 — V12- V21 ) . (e1ez)|2 + (U1|1-U2|3 — Vy3- V21 ) . (‘3193)|2 + (U1|2-U2|3 — Vq3- Vg2 ) . (‘3293)|2

(v1v2)|3 = (V1|1-V2|z — Vy2- V21 ) . (‘3192)|3 + (v1|1-v2|3 — V13- V21 ) . (‘3193)|3 + (‘71|2-‘72|3 — V13- V22 ) . (3293)|3

On voit bien que

(v15v7 )ef e 13

;%0 et U,#0

v; A U, est une combinaison linéaire qui reste en 3D. Les valeurs des coordonnées

(epep,)liétant données par le tableau déja étudié dans les chapitres précédents et qu'on donne ci-dessous

réécrit avec la nouvelle notation :

OF =167+ 2,85 ; 0G = A3.65 + A4.€3 ; OZ = As.€3 + Ag. 07

(e1ez)|1

(9192)|2

37 >3

(e1e2)|3

3"

sin(e;,e;).sin(OF,&3)#0

|sin ((0;ey), e_2’)|.sin(e_2), ﬁ) cos ((0;e5;e3),e3)

¥ |sin((0; e7;€,),€3)|.sin((0; 7). &)

sin(ey,e;).sin(OF,e3)#0
|sin((0;e7),e3)]. sin(e_{, ﬁ) cos((0;ef;e3),e3)
|sin((0;e1; €3), e3)|.sin((0; e1), €7)

_ [sin((0;27),8)

. 3+ 63" . o =
sin(ey,e3).sin(OF e3)#0 |sin((0; e; e3), €3)|

(e1e2)p1 = 0
e31(0;eq ;65 )2D

(e1€2)2 = 0
e31(0;eq ;65 )2D

(e1e2)3 .. =_
e31(0;eq ;65 )2D

Uy &5 Isin((0; e1), €7)|

(ez€3))1 =
e L1(0;e;;e3)2D

Uy.&5. sin((0;€3), €3) |

(6’26’3)|2_) = 0
ell(o;ez ;e3 )ZD
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e _ [5in((0:27),8) |

sin(e;,3).sin(0G &) %0 |sin((0; ez; e3), e1)|

(ez€3)2 =
sin(e;,e3).sin(0G,ey)#0

 |sin((0:2).23) |.sin(@5, 0G).cos((0;83;3),87)
) Isin((0; &3; €3), e1)|. sin(ez, e3)

(e2€3)3 =
sin(e;,e3).sin(0G,e7)#0

|sin((0;22),€3) |- sin(&3,0G). cos((0; 853 €3), e1)
33 |sin((0; ez; €3), e1)|. sin((0; €7), €3)

(eze) =
sin(es,ey).sin(0Z,e;)#0

|sin((0; e3), 87)|. sin(es, 0Z). cos((0; ;3 €3), €5)
3738 |sin((0;e1;e3),e7)|.sin((0; e3),€7)

Codn = 5in((0,), )|

. 3" 53" . e
sin(es,ey).sin(0Z,e;)#0 |sin((0; eyr; e3), €7)|

(ezer)3 =
sin(es,ey).sin(0Z,e;)#0

|sin((0; €3), 7). sin(e, 0Z). cos((0; &7; €3), €3)

(6’26’3)|3_> = 0
ell(O;EZ ;e3 )ZD

(eze1)n =0
ezl(o;€3 ;61 )ZD

(eze1)2 .=
ezl(o;€3 ;61 )ZD

Uiy &5 |sin((0; e3), €7)|

(9331)|3 = 0

e;1(0e3;e1)2D

353 |sin((0; e1; €3), €2)|. sin((0; e3), €1)
n=4
Vi AV = (Vy1-€ t V€ + V3835 + Vyse€4) A (v2|1.el + vyp. €5 + Vy3. €3 + v2|4.e4)
(v15v2)ele }4
7720 et 73#0
= (171'1.172'2 - U1|2.172|1 ) .61 /\ez+(171|1.172|3 - 171|3.172|1 ) .61 /\ 6'3 + (‘U1|1.U2|4 - U1|4.v2|1 ) .6'1 /\64_
— — — —
+ (U1|2.172|3 - 171|3.172|2 ) .eo Nesz + (v1|2-172|4 - 171|4_.l72|2 ) ey Ney
+ (U1|3.172|4 - U1|4,. v2|3 ) . €3 A €4
Avec:

efNe; = (e1e;))1-61 + (e1€3)2- €7 +(e1€2) 3.
e Nes = (ere3))1- e + (ere3)2-€; +(e1e3)3.€3
e; Nes = (eze3))1- €1 + (eze3) 2. €5 +(eze3) (3. €3
e Neg = (eres))1- € + (eres)p-€; +(eres) 3. €3
e; Neg = (eze4))1-€1 + (ez€4) 2. €5 +(eze4) (3. €3
ez Neg = (ezeq)n. €1 + (ezeq)p. €5 +(ezes))s.

Ona:

e3 t(e1ez) s €4
+(ere3))4-€4
+(eze3))4-
+(e1es)s- €4
+(ezes)s-€4
e3 +(eses) s

Q| D ® ®
wlwlw]|w
IR

A

4



Le Polymixte Envofiteur - 141
(171172)|1 = (”1|1-”2|2 — Vi2- V21 ) . (elez)u + (V1|1-V2|3 — V13- V2pn ) . (9133)|1 + (V1|2-V2|3 — V13- V2p2 ) . (3233)|1

+(V1|1-Vz|4 — V1ja- V21 ) (ere) + (U1|2-V2|4 — V1)4- V2|2 ) (ezeg)1 + (U1|3-U2|4 — V1)4- V2|3 )-(9334)|1

(171172)|2 = (”1|1-”2|2 — V12: V21 ) . (e1ez)|2 + (V1|1-V2|3 — V13- V21 ) - (3193)|2 + (V1|2-V2|3 — V13- V2p2 ) . (3293)|2

+(V1|1-Vz|4 — V1ja- V21 ) (erel)p + (U1|2-V2|4 — V1)4- V2|2 ) (e2eg)2 + (U1|3-U2|4 — V1)4- V2|3 )-(9334)|2

(v1v2)|3 = (U1|1-U2|2 — Vy2: V21 ) . (6192)|3 + (V1|1-172|3 — V13- V2pn ) . (6193)|3 + (V1|2-172|3 — Vq13-V2)2 ) . (9293)|3

+(v1|1-vz|4 — Vyja- V21 ) (ere4)s + (171|2-172|4 — V1)4-V2)2 ) (ezeg)3 + (v1|3.v2|4 — V1)4- V2|3 )-(6‘364)|3

(171172)|4 = (V1|1- Vo2 — Vi2- V21 ) . (e1ez)|4 + (U1|1- Vi3 — V13- Vo1 ) . (‘3193)|4 + (U1|2-U2|3 — Vq3- Vg2 ) . (‘3293)|4

+(V1|1-172|4 — V1ja- Vo1 ) (ere)ps + (U1|2-V2|4 — V1)4. V2|2 ) (e2eg)ja + (V1|3-U2|4 — V1)4- V2|3 )-(6’36’4)|4

Onvoit bien que v; A ¥, estune combinaison linéaire qui reste en 4D. Le probléme qui se pose lors du
(vi5v7 )ele 14
1,#0 et U,#0
calcul de cette combinaison dans 'espace 4D non perceptible aux sens est de caractériser les mesures des
(epep,)li. On peut laisser de coté ce probléme et continuer d’avancer en attendant.

n=>5:

— — — — — — — — — — — —
vy N Uy (U1|1 .eq + U1|2- e, + U1|3. €3 + U1|4. €y + v1|5.85) A (172|1.61 + Uzlz.ez + 172'3.63 + 172'4.34 + 172'5.35)

(v1v7)e{ e }5
7#0 et T,#0

— = — = — =
= (171|1.'|72|2 - 171|2.U2|1 ) et \ey +(U1|1.U2|3 —U1|3.‘l72|1 ) .eq Neg + (v1|1.v2|4 —U1|4,.‘l72|1 ) et \ey
—

+ (U1|1. Va5 — V115- V21 ) e Neg

+ (V12 V213 — Va3 V22 )-€2 A€z + (V1)2-Vzja — VyjgV2)2 )- €2 A€yt (Vy2- Vo5 — Vyy5. V22 )- €2 A €5

+(Vyj3-V2ja — Vs Vg3 )-€3 A€q + (U1|3- Va5 — V1y5- V2|3 ) .e3Nes + (U1|4-172|5 — V1|5 V24 ) .eg Nes
n quelconque :

On voit alors se dégager I'écriture suivante de 7; A v, , pour deux vecteurs non nuls quelconques v; et v5,,
le produit vectoriel étant toujours défini pour n = 3 et n = 2 sous conditions de colinéarité de v; et v,

Pour chaque valeur de i on a une somme faite de toutes les valeurs de k, et ensuite on effectue la somme de
ces sommes partielles :
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n-1 /n-i
v, A v, = Z(v  VUniticky — V1l(isk) V -).?/\e
1 2 (o 5 & ) L\ L 1|i- Y2|(i+k) 1|(i+k): V2|i ( l (L+k))

;%0 et %0

Pour chaque valeur de i on a une somme faite de toutes les valeurs de k, et ensuite on effectue la somme de
déterminants 2x2, chacun

|
ces sommes partielles. Le développé de cette écriture comporte 2|(:;2)'

correspondant a un couple de deux vecteurs unitaires e, A €(+k) Pris dans la famille { e, }n.

Note : I’esprit a cherché ici des motifs mentaux généraux analogiques aux cas particuliers. La justification d’une
abstraction est en premier lieu a rebours : on teste une écriture synthétique pour voir si elle donne les mémes
développements que ceux faits sur des cas particuliers, car on ne sait pas clairement ou l’on va, quoi faire, quoi
penser quand on cherche (c’est méme le sens du mot « chercher »). Ensuite seulement on présente [’hypothése qui
fonctionne comme cause premiere, occultant par la le tatonnement et l'incertitude inhérents a la recherche.

Le calcul de chaque coordonnée (v1v2)|i dev; A v, estdonné par:

p—\

”1|p-”2|(p+k) ~ V1l(p+k)- V2Ip ) - (epe(p+k))|i (@)

n—
(V1V2)|L 5

(v1;v2 )E{ e }(n=2)

v1¢0 etvzio = N

Note : { €, }(n — 1) est I'unique sous-famille de vecteurs de { €, In, telle que { &, }(n — 1) ={e;; €5 ; ..;€m-n) }

Attention, si on utilise la relation de récurrence pour calculer les coordonnées (v, v,) ; dans { e, }(n = 2), l'indice
i dans (v1v2))i va de I a (n — 1) mais son calcul est fait sur{ e, }(n = 2) avec la relation (a). Parce
(v5v1)e{ g }(n-1)
,#0 et U, #0
que cela préte a confusion on ne présentera pas les relations de récurrence pour les produits vectoriels, scalaires
et mixtes dans le tableau récapitulatif des formules.

Onadonc:
n-1 M-p
v, AV, = (v v -V .V ).ee .e;
1 2 (o m)ele Y nz2) ave 1lp* “2|(p+k) L(p+k): 2Ip (p (p+k))|1 1
v7#0 et v;#0 P B
n-1 -
+ - ( ), |-&
Vilp-V2|o+k) — Vil+i)- V2ip ) - \EpCp+i)) |, |- €2
p=1 \k=1
n—1 n—P
L ”1|p-v2|(p+k) —”1|(p+k)-”z|p)-(epe(p+k))|n +€n

p—\

p=1 \k=
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4.3b Produit scalaire en nD

Dans toutes les dimensions :

Ry, = indéfini
(vvz )e{e In

1,=0 et/ou U,=0

Pour deux vecteurs d'un espace vectoriel de dimensionn > 1, permettant la définition des angles nul ou plat,
le produit scalaire est défini dans 'espace de dimension n = 1 assimilable a celui des nombres réels. On
montre ci-dessous les développés jusqu’a n = 4 dans chaque base { e, }n :

n=0:
- -
Xy, = 0KXO0 = indéfini
(vivz)efe 3o
n=1:
vy, = (vy.e0)X (U2|1 -6’1) = e, Mey. vy)1. V21
(v5vz)efe 1
v,#0 et ;%0
Avec:
e;Xe; = 1.1.cos(ej,e;) =1
Ona:
v RY; = vyt
(wrmeten
U7#0 et U, #0
n=2
RT, = (Vg8 + V1. €)B(vy)1. 8] + vy €7)
(v15v7 )e{ e }2
1,#0 et ,#0
= Vq)1.Vz)1-€1Xey + v1|2.v2|2.e2ue2 + e Xe,. (v1|1.v2|2 + v1|2.v2|1)
Avec:
e;Xle; = cos(ey, e7) ; e;XMe; = cos(ey, &7)
Ona:
— — — —>
v RV, = =0V Uy Vg2 + c0S(€1,€2) - (V1)1 V22 + Vyj2- Vo)1)
(vivz )ele 32
1,#0 et U,#0
n=3

— — — —_— — —_— — —
v, X v, (v_).v_)=)e{?}3 (V11 -1 +vq-€2 + v1|3.e3)(v2|1.el + vyp.62 + v2|3.e3)
1,Y2 A

1,#0 et U,#0
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— —_—r—— e v
= Vq)1.Vz)1- €141 + V2. V) - €;Xle; + vq)3. ;3. €3Xe;

+e ey, (V1)1. V212 + Vip2.V21) + e1Xes. (V1)1 V2 )3+ V3. V1) + €;Xes. (v1|2.v2|3 + v1|3.v2|2)

Avec:
e;Xe; = cos(er, &) ; e;Xe; = cos(ez, e;); esXes = cos(es, e3)
e;Xe; = cos(ey,e;) ; eMes = cos(er, e3); e;Xez = cos(e, e3)
Ona:

TR =
(viiv; )e{e 13
,#0 et U, #0
cos(eq, 1) . V1)1 Va1 + c05(€3,€3) . V1 2. Vo2 + coS(€3,€3) V13- Vo3 + cos(€y,€3) . (V1)1. Va2 + Vyj2- Vo)1)

+ cos(eq, €3) . (V1)1. V23 +V13. Vo)1) + cos(ez, €3) . (v1|2.v2|3 + v1|3.v2|2)

n=4
— — — — — — —_— —_— — —
v v, = (Vy1.-€1 tVp.e tvgz€3+ v1|4.e4)(v2|1.e1 + vyp.€ + V3.3 + v2|4.e4)
(vyv7)ele 14
7#0 et U, #0
= V1)1-Vgp1- €1¥eg + Vyp. Vg)p- €K ey + V1)3. V3. €3Kle5 + V1 )4. V4. €4 Xley
—S —S = —
+e Xe,. (Vi vap + Va2 Vo) + e1Mes. (Vij1. Va3 +0113. V2)1)
—S —r——
+erXey. (Vij1.Vapa + Vija- Vo) + €8€5. (v1)2. Va3 + V113. V2)2)
+e,Xe,. (v1|2. Vo + v1|4.v2|2) + e;Xe,. (v1|3. v2|4+v1|4.v2|3)
Avec:
e;Xe; = cos(e1, &) ; e;Me; = cos(ey, e7); esXez = cos(es, €3) ; e,Xe, = cos(ey, ey)
e;Xe; = cos(ey,e;) ; e Mes = 1.1.cos(ey, e3); e Xey = cos(ey, ey)
e;Xes = cos(ez, e3) ; e;Mey = cos(ey,ey); e3Xe, = cos(es, ey)
Ona:

vy Ny, o=

(157 )ele J4

1,#0 et U, #0

= cos(ey, 1) . V1j1- Va1 + c0S(€3,€3) . Vy)2. Va2 + C0S(€3,€3). Vyj3. Va3 + COS (€4, €4)- V1ja- Vaa
+cos(ey,€) . (Vi)1- Va2 + Vipp-Vppn) + cos(er, €3) . (Vi1 Vo3 +v1)3.V2)1)
+cos(e7,83) . (V1)1- Vja + V1ja- V1) + c05(€3,€3) . (V12 Va3 + 113 v22)

+c05(€7,25) . (V1)2- Vaja + Vija-Va)2) + €05(€3,€5) . (V13 Vaja V14 V2)3)
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On voit bien que v; X7, est une combinaison linéaire qui reste en 1D, 'espace des nombres réels. Le
(v )l e 14
7#0 et U, #0
probléme qui se pose lors du calcul de cette combinaison dans I'espace 4D non perceptible aux sens est de
caractériser les mesures des cos(ep, ep,) . On peut laisser de c6té ce probleme et continuer d’avancer en

attendant.
n quelconque :

On voit alors se dégager I'écriture suivante pour deux vecteurs non nuls quelconques v; et v;, le produit
scalaire étant alors toujours défini pourn > 1:

5; 75 =
(v1;v3 )l e J(n=2)
V7#0 et U,#0

n n-1 J
Z Vq)i- V)i T Z Z (V1|i- Vaji+n—j T Viji+n—j- V2|i ) .cos(e;, e yn—;)
i=1 j=1 \ i=1

4.3c Norme d’un vecteur en nD

1
— —_— _ —_— —_— —_— —> )
U AV (T & Y (n22) (||U1||- ||U1||-C05(U1 ,U1))2

V7#0 et U,#0

N| =

n—1 J
2 —_—
Z(Um) + Z Z V1)i- V1i+n—j +U1|i+n—j-vl|i)-Cos(eifei+n—j)
=1\ =

4.3d Produit mixte en nD

Son domaine de définition est restreint par celui du produit vectorielan = 3 et n = 2 sous conditions
de colinéarité de v, et 3 . On a donc de facon générale, en se servant des formules précédentes :

v R@W AV3) =
(v15v2;v3 )E{ & }(n=22)
U7#0 et U3#0 et T3£0

n-—1
Zvlh (U2U3)|l+z Z v1|1 172”‘73|1+n =J] +v1|l+n = v2v3|l) Cos(eueHn ])

J
i=1

Le calcul de chaque coordonnée (v,v3); de v, A V3 estdonné par:
n-1 n—p

2% 17 Y -V Y ) e,e ,

W2Vt o Ty nny 2lp- V3lp+i) ~ Val+io- Valp ) - (epepr)

D720 et Tg+0 P71 k=L
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4.3e Développements dans I'espace euclidien du produit mixte avec I’écriture synthétique

— — — . L]

U_L@ /\23) = indéfini

{v1ivzvs}el e }o

D7#0 et T,#0 et D3#0

Dans tous les cas I'espace 0D n’admet pas assez de dimension pour définir une orthogonalité méme nulle a
deux vecteurs (nécessairement nuls comme combinaison de vecteurs unitaires nuls) en produit vectoriel. La
forme géométrique de leur produit vectoriel est indéfinie comme la forme analytique censée décrire le méme
objet doit I'étre aussi. Donc par suite v;X (v, A V3) est indéfini dans ce cas.

n=1:

V(S AT = indéfini
{v1vzvsle{e 1
D7#0 et U,#0 et U3#0
Dans tous les cas I'espace 1D n’admet pas assez de dimension pour définir une orthogonalité a deux vecteurs
en produit vectoriel. La forme géométrique de leur produit vectoriel est indéfinie comme la forme analytique
censée décrire le méme objet doit I'étre aussi. Donc par suite v; X (v, A v3) est indéfini dans ce cas.

n=2
7, X(v, Avs) =
PR erwmmeta 2
U1#0 et ;%0 et U3%0
= V1. (V2v3) 1 + V12 (V2v3) 2 + (U1|1- (V2v3) 2 + V1p2- (V2v3) 1 )-C05(92'91)
Avec:
2-1 [2-p
(vyv3)y = z Z(vz Y -V, .V ).ee ,
i (o ye(m 12 o Vslo+i) ~ Val+io- Valp ) - (epeprn)
U0 et T3=0 P L \K=1
Qui donne :

(772773)|1 = (V2|1-773|2 — V212 V31 ) . (3132)|1

(Vav3))2 = (V2|1-773|2 —V22:V31 ) (e1€2))2
On le développe complétement :
1R, Av3) =
{(v1v5vs)e{ e )2
,#0 et U, %20 et U3#0
V1)1- (”2|1- V312~ V2 V3t ) : (elez)u + V1)2. (V2|1- V32 ~ Vp2- Va1 ) . (e1ez)|2

— —>
+ (171|1. (V2|1- V312~ Vg2 V31 ) : (91ez)|2 + Vq)2. (V2|1-V3|2 — Vy2- V31 ) . (€1ez)|1 ) .cos(ey, e;)
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= V11 (U2|1- V32 = Vz12: V31 ) . (cos(e_l’, 6_1)) (91ez)|1 + cos(e_z’, e_l)) (e1ez)|z)

+ Vq)2. (V2|1- V312 ~ Va2 V31 ) . (605(3—2: 8—1)) (elez)u + COS(e_2>, E;) (e1ez)|2))

Il n'y a pas assez de dimensions dans l’espace 2D pour que v, A U3 soit défini si v,; 5 famille libre (v, non
colinéaire a v3) dans ce cas :
TR AT;) = indéfini
{(vi5v2vs)e{ e J2
1,#0 et U,#0 et U3#0
V;#A V3

Dans tous les cas e; A e, formé sur la base {e7; e;} est indéfini

(9192)|1 = (3132)|2 = (9192)|3 = indéfini

Il y a assez de dimensions dans I'espace 2D pour que U, A V5 soit défini si v,; V5 famille liée (v, colinéaire a
v3) dans ce cas :

v, Av3) =0
(v15vzv3 )e{ e )2
1,#0 et U, #0 et 3#0
V=173
La aussi e; A e; formé sur la base {e;; e,} est indéfini
(e1ez)|1 = (9192)|2 = (6’16’2)|3 = indéfini

Note : il y a paradoxe avec v;X (v, A v3) qui est cependant défini, on tentera de le résoudre au prochain
chapitre.

n=3:

Ona:

R, AY;) =
{vivzvslele 13
U1#0 et ;%0 et U3%0

= v1)1. (V2v3) 1 + V1p2- (V203) 2 + V13- (V203) 13 + (U1|1- (V2v3)2 + V2. (V2v3) 1 )-COS(Q' e;)

+ (V1|1- (v2v3)j3 + V13- (V2031 ) .cos(es, e;) + (171|2- (v2v3)13 + vyp3. (V203)2 ) .cos(es, e3)

Avec:
3-1 /3-p
vy . = Z Z(vz .U -V, .V ) e,e )
3 o mee )3 lp- ¥31(p+k) |(p+k) 3lp ( P (p+k))|l
7320 et 7320 P \k=1
Qui donne :

(U2U3)|1 = (V2|1-V3|2 — V212: V31 ) . (elez)u + (V2|1-V3|3 — V13- V31 ) . (eles)u + (Uz|2-v3|3 — V13- V32 ) . (9263)|1

(U2U3)|2 = (V2|1-V3|2 — V212: V31 ) . (9162)|2 + (V2|1-V3|3 — V13- V31 ) . (9163)|2 + (Uz|2-v3|3 — V13- V32 ) . (9263)|2
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(v2v3)|3 = (”2|1-”3|2 — V212: V311 ) . (9192)|3 + (172|1-173|3 — V13- V31 ) . (3193)|3 + (V2|2-V3|3 — V23- V32 ) . (3293)|3

On le développe complétement :

v R(v; AV3)

{viv2vsle(e 13

77%0 et T30 et U370

U1|1-(172|1-173|2 _U2|2-U3|1)-(e1ez)|1 +171|1-(172|1-U3|3 _172|3-U3|1)-(e1e3)|1+U1|1-(U2|2-173|3 _Uz|3-173|2)-(eze3)|1

+V1|2-(V2|1-773|2 —U2|2-173|1)-(e192)|2 +V1|z-(V2|1-V3|3 —v2|3.v3|1).(e1e3)|2+v1|2.(v2|2.v3|3 —”2|3-V3|2)-(€ze3)|2

+U1|3-(V2|1-173|2 _V2|2-U3|1)-(e192)|3 +V1|3-(V2|1-U3|3 _172|3-U3|1)-

(6163)|3 + vy)3- (U2|2- VU313 — V2|3- V32 ) . (9293)|3

+C05(a'a)-v1|1-(V2|1-V3|2 _Uz|2-v3|1)-(9192)|2
+C05(a'a)-v1|1 (V2|1-V3|3 _Uz|3-v3|1)-(9193)|2
+cos(e_1’,?z)-v1|1 (Uz|z-v3|3 _U2|3-V3|2)-(9293)|2
+C05(a'a)-v1|2-(V2|1-V3|2 _Uz|2-v3|1)-(9192)|1
+C05(a,?z)-v1|2-(Uz|1-173|3 _U2|3-V3|1)-(e1e3)|1
+C05(a,?z)-v1|2-(Uz|z-v3|3 _U2|3-V3|2)-(9293)|1
+C05(a'a)-v1|1-(V2|1-V3|2 _Uz|2-v3|1)-(9192)|3
+COS(€_1),?3)-U1|1-(Uz|1-U3|3 —U2|3-173|1)-(€1€3)|3
+COS(€_1),?3)-U1|1-(Uz|z-U3|3 —U2|3-173|2)-(€z€3)|3
+C05(e_1),?3)-171|3-(Uz|1-173|2 _U2|2-173|1)-(e16’2)|1
+COS(€_1),?3)-U1|3-(Uz|1-173|3 _U2|3-173|1)-(€16’3)|1
+cos(?1’,?3).v1|3.(v2|2.v3|3 _U2|3-173|2)-(6’2€3)|1
+C05(e_z)'?3)-171|2-(Uz|1-173|2 _U2|2-U3|1)-(e16’2)|3
+COS(9_2),?3)-171|2-(Uz|1-173|3 —U2|3-U3|1)-(€1€3)|3
+COS(9_2),?3)-171|2-(Uz|z-v3|3 —U2|3-U3|2)-(€z€3)|3
+ cos(ez, e3) . vy3. (U2|1- V3|2 — Vz)2-V3)1 ) (e1€2)2
+ cos (e, e3) V13- (U2|1- U313 — V2)3-V3)1 ) . (3133)|2
+COS(?2)'E)-V1|3-(V2|2-V3|3 _U2|3-U3|2)-(92€3)|2
W4 3 . — P — — —
En se servant de la propriété (epep,)l, = —(ep,ep) .déduite de e, Ae, = —(e, Aey), on trouve que

I'écriture ci-dessus est la méme que celle du produit mixte que I'on a écrit au paragraphe 4.2, et qu’on réécrit

ci-dessous avec la notation synthétique avec w = v;

v X(v; A T3)

—

-, 2
U=V, V=73

{(v1vz;v3)e{ e )3
v7#0 et D3#0 et T3#0

Vi1 (172|2-173|3 — V13- V32 ) (cos(ey,&). (eze3))1 + cos(eq, €;) . (eze3)), + cos(eg, e3). (9293)|3) (a)
—Vq2- (172|1- V33 — Vz)3- V31 ) .(cos(ez,e7) . (eser) 1+ cos(ez, e3) . (eser) |, + cos(ey, €3) . (ese1)3)

+vq3. (172|1- V32 — Vz)2:V3)1 ) .(cos(e3, er).(ere;))1 +cos(es, e;) . (ere;) 2 + cos(es, e3) . (e1€3)3)
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+V11. (V2|1- U3z — V212- V31 ) .(cos(ej,e7). (9192)|1 + cos(eg, e7) . (6162)|2 + cos(eq, e3). (3132)|3)

+V11. ( V213-V311 — 172|1-173|3) (cos(ey, er). (3331)|1 + cos(ej, e3) . (9331)|2 + cos(ey, e3). (‘3331)|3) (b)

+U1)2. (772|1- V32 — Vz)2- V31 ) .(cos(e3,e7) . (e1ex) 1+ cos(ez, €3) . (e1e;) 2 + cos(ey, €3) . (e1€2)3)

+ vyp2. (172|3- U312 — Vz)2- 173|3)- (cos(ez, e7). (3332)|1+ cos(ez, e;). (9332)|2 + cos(e,, e3). (3332)|3)

(©)

+ V3. (V2|2- V313 — V23-VU3)2 )-(COS(e_é' e). (ezeg)u + cos(es, e;) . (‘32‘33)|2+ cos(e3, e3). (‘3233)|3)

+171|3-( V13- V31 — 772|1-173|3) .(cos(e3,er) . (eser) 1 + cos(es, e;). (esey), + cos(es, e3) . (eze1)3)

Or on a démontré au paragraphe 4.2 que (b) = (c) = (d) = 0 et que dans (a) :

cos(eq,e1) . (exe3)|1 + cos(eq, ;). (eze3) 2 + cos(ef, €3). (eze3))3 =
cos(ey, e1) . (ezer)|1+ cos(ez, e3) . (eser) |z + cos(ey, €3) . (eser) |3 =

cos(ez, e7) . (e1e3))1 +cos(es, e3) . (ere;)); + cos(es, e3). (e1€2)3

On peut choisir indifféremment une des trois combinaisons. Le produit mixte se simplifie alors, du moins
dans I’espace euclidienn = 3:

3
R AT = () c0s@,8) (enen)y | Det(ors 75 73)
{viivzsvstele )3 =
T;#0 et 7;#0 et v3#0

On a vu qu’on pouvait encore simplifier 'expression avec la connaissance des angles (e7,e;) et des (e,,ep,)li

et en notant désormais :

8= ((0;e5;e,),e3),'élévation du vecteur e; au-dessus de I'objet plan (0; eg; e;)
(e1,e2) = ((0;€7), ey),'élévation du vecteur e, au-dessus de I'objet droit (0; e;)

On écrit le produit mixte qui mesure donc un volume en 3D en utilisant un repere cartésien quelconque.

v X (7, A vy) = Us. &5 [sin((0; ), &,)|. Isin((0; €55 &), &) |. Det (V1 Vz; U3)

{v1v2v3le(e 13
7720 et ;%0 et 730
esnonl(0;er ;€3 )2D
7R (v, AT3) = ;. &5. [sin((0; €7), €3)|. Det(v1'; Uz, U3)
{vrvavste(e 13
T7#0 et T3#0 et 73#0
e31(0;e1;e2)2D

Qu’on peut réunir en une seule formule simplifiée de mesure de volume avec une formation géométrique de
—_— — —> — .
{vi;v,;v3} surles vecteurs de { e, }3 famille de vecteurs quelconque :

7 W (T, A V3) = U,.£5. |sin((0; €7), €3)|. Isin((0; e7; €3), €3) |. Det(v1'; V3; V3)

P T

{v1v2;v3) e 13

e; prenant alors toutes les valeurs au-dessus du plan (0;v;;v;). On pose que si au moins un des vecteurs
de {v;;v,;v3} est nul v; W (v, A V3 ) est quand méme défini égal a zéro car Det(v;;v,;v3) = 0. Si
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{ e, }3 est de dimension inférieur ou égale a 3 { v, ; V,; V3} peuvent étre géométriquement liés et dans ce cas
7R (7 AT3)=0.

4.4 Conclusion sur les jeux d’écritures

Le produit mixte, par exemple, est défini et mesurable dans I’espace de dimension 3, et c’est alors un volume
parce que nous comprenons organiquement I'espace 3D. Toutes les écritures en dimensions supérieures
attendent d’étre mises en perspective géométrique dans la pensée qui s’éleve.
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4.5 Tableau récapitulatif des jeux d’écritures dans I'espace nD

Mesure de volume avec la notation non synthétique d’'un parallélépipéde formé sur trois vecteurs :

Wx ux vx WX ux Vx
W(ﬁ A 1-7)) = ~ l!J3§3|Sln(f,D||Sln5l wy, uy vy ’ V_)V(’ITL) A 1-7)) = _ lli3§3|Sln(f,D| Wy, u_'y vy
@;%;wW)e (0;7;7;k)3D w, U, U, @; %, wW)e (0;7;7;k)3D w, U,
U#0 et B#0 et W#0 1U#0 et D#0 et W0
knonl(0;i;7)2D kK L(0;1;7)2D

Mesure de volume simplifiée avec une formation géométrique de {v,’; v5; v3} sur les vecteurs de { e, }3 famille de vecteurs quelconque

U, K (T, A T3) = U,. &5 |sin((0;8)),83)|. Isin((0; €7, 8;), €3) |. Det (V73 ;; U3)

—_—— —

{vivz vz} el e 13

Valeurs des coordonnées (epep,)lien 3D:

8= ((0;e;e;),e3),'élévation du vecteur e; au-dessus de l'objet plan (0; eg; e;)
(e1,e2) = ((0;e)),e,), 'élévation du vecteur e, au-dessus de I'objet droit (0; e7)
¥ = ((0;e3;e3),e;), I'élévation du vecteur e; au-dessus de I'objet plan (0; e5; e3)
(e2.e3) = ((0; e3), e3) , I'élévation du vecteur e; au-dessus de I'objet droit (0; e)
u=((0;e];e3),e,),'élévation du vecteur e, au-dessus de I'objet plan (0; e;; e3)
(e5,e7) = ((0;e3),e;), I'élévation du vecteur e; au-dessus de I'objet droit (0; e3)

OF =M.e;+ 1,85 ; 0G =2As.6;+ A,.€5 ; OZ = As. 03 + Ag. 05
(ere)) B ot |sin((0; 1), €3)|.sin(e3, OF ). cos((0; &; €3), €3) (ere2)1 ?L(O; -?)2DO
- . . B — —N — B —N — 3 11,62
v sin(e;€;).sin(OF,&3)#0 33 |sin((0; ef; €7),€3)|.sin((0; e1), €3)
. (e1€2)2 = 0
(ere) B o |sin((0; €7),€)|.sin(ey, OF ). cos((0; €53 €3), €3) e31(0;er;e2)2D
1€2 |2 - . - 353" . e . N o
sin(e’{,e’z’).sin(OF,e’g):to |Sln((0: €1’ 62), e3)|' Sln((o, 81), 62) (6162)|3 B i B 11;3_ 53- |Sin((0; a)le_z))l
e31(0;eq ;€3 )2D
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(6’192)|3

(6’293)|1

(6’293)|2

(3263)|3

(3391)|1

(ese1))2

(ese1)3

|sin((0; &), ;)|

Sin(a,a).sin(OF,a)io |Sln((0: €1, 62), 63)|

|sin((0; e2), €3) |

sin(a,a).sin(OG,e_{)iO |Sln((0: €2; 63): el)l

3"

sin(e;,e3).sin(0G,e;)#0

sin(e;,e3).sin(0G e;)#0

sin(es,e;).sin(0Z,e5)#0

3"

3"

3"

|sin((0;&3),€3) |.sin(ez,0G).cos((0; &3; €3), 1)

|sin((0; e5; e3),e7)|.sin(ez, e3)

|sin((0;e3), e3) |.sin(e_2),ﬁ).cos((0;e_2’; e3),e1)

3 |sin((0; e3; e3),e1)|.sin((0; e3), €3)

|sin((0;€3), €7)|.sin(ez, 0Z). cos((0; e5; €3), &)
3 |sin((0; e1; €3), e2)|.sin((0; €3), &)

|sin((0; €3), e7)|

= 3°53" Tor o o
sin(ez e7).sin(0Z,6;)#0 |sin((0; e; e3), €7)|

sin(es,e;).sin(0Z,&;)#0

3"

3"

|sin((0;e3),e7)]. sin(e_l’, ﬁ) cos((0;ef;e3),e3)

|sin((0;e1;e3),ez)|.sin((0; e3), ey)

(6’293)|1
(6’26’3)|2

(6’26’3)|3

(e3el)|1
(e3el)|2

(ese1)3

= g lsin((0:5),7) |

e{1(0;ez;e3)2D

= 0
e 1(0;e; ;83 )2D

= 0
e 1(0;e; ;83 )2D

= 0

e;1(05e3;e1)2D

—

e;1(0se3 ;e1)

= & 1sin((0;8),8)
2D

= 0
e;1(0;e3 ;e )2D
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(”1|p-”2|(p+k) ~ Vil(p+k)- V2|p ) - (epe(p+k>)|2 -

Il
=
=

=

Produit vectoriel en nD

— —
Vi ANV =
(vi5v2)ele In

7=0 et/ou ;=0

n=0:v; AV, = (0.6)/\(0.6)=indéfini

(v15v2)el e 3o

n=1:v AT =
(viv2)e{e 1

= -
v1#0 et ;%0
N

(v15v2)ef e }2

—

n=2:v, Av, ; AT

vi=A7;
7#0 et T;#0 V7#0 et U,#0
n-1 M—p
v AV, = (v v —v v ) (epepin),. |- &1
1 2 (o7 53)e( @ Yn=2) 1p- V2|(p+k) 1(p+k): V2|p pe@+k) /)| |- *1
p=1 \k=1

720 et ;%0

7
=
S

—

<
1]

indéfini

(771|1 6_1)) N (Uzll 6_1)) = lndéflnl

2 T
(v15v7)€{e )2

(”1|p-”2|(p+k) ~ V1+k)- V2Ip ) - (epe(p+k))|n -€n
1 \k=

—
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Produit scalaire en nD

v ®v, = indéfini
(vivz))ele In

7=0 et/ou v,=0

— —
Ry, = 0KO0=indéfini
(v15v2)e{e 30

Ry =
(v1;v3 )el e }(n=2)

D7#0 et D;#0

J
(171|i- V2)i+n—j T Viji+n—j- V2|i ) .cos(e, e yn_;)
=1

L

Norme d’un vecteur en nD

N[ =

J

(U1|i- Viji+n—j T Viji+n—j- V1ji ) .cos(e, e 4n_;)
i=1
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Produit mixte en nD
iRk, Av3) =  indéfini
(viivzv3 )e{e In
77=0 ou v,=0
— — — = = . P
n=0:v,XKw,Avy) = 0A0=indéfini
(v1vz;v3 )E{ g 30
D7#0 et U,#0 et v3#0
n=1: 7KW, Av;) = ©v/X0 =indéfini
(v15v2v3 )e{e 1
D7#0 et %0 et U3£0
n=2:0KW,Avs) = 0; v AV, = indéfini
(vv2iv3 )e{ e J2 (v15v2v3 )e{ e 2
V=03 (2L
D7#0 et U, #0 ;%0 et %0
X (v, Avs =
(B2 ATs) (71773 )El & ) (n22)
V7#0 et U, #0 et U3#0
n n-1 J
— —>
Z vyi- (V203) ) + Z (V1|i- VaVsjitn—j T Viji+n—j- V2V3)i ) .cos(e,, e 4n—;)
Avec:
n-1 M-p
(vyv3)y; = Z (v U —v U ).ee ,
25300 (5 52V e( & Y(n22) 2|p* ¥3|(p+k) 2|(p+k)- “3lp (p (p+k))|l
T30 etp20  PoL k=l
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Chapitre 5

LE POLYMIXTE ENVOUTEUR
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5.1Généralités

Espaces et objets

On part du postulat que nos espaces ici étudiés sont construits sur des vecteurs, objets unidimensionnels
orientés. Les directions qui les portent sont toutes rectilignes et ont deux sens. L'identification de I'objet a
I'espace construit sur des vecteurs en fait un objet qualifié d’'uniforme (sous entendu : avec cet espace).

Une ligne droite fini ou infini est un objet uniforme avec un espace 1D infini.

Si cette ligne est courbé et/ou plié on dira que cet objet 1D n’est plus uniforme et appartient a un espace au
minimum 2D. Dans chacun de ces espaces mD > 2, c’est alors un objet 1D conceptuellement distinct de
I'espace qui le contient et dont la forme est prise par un ensemble de directions et de sens dans I’espace
mD = 2.Sil’'objet 1D non uniforme se referme sur lui-méme, sa longueur est 1D et la surface qu’il contient
est 2D. Cette surface est alors occupée par tout ou partie de 'ensemble des vecteurs de 'espace mD = 2; il
est construit sur tous les vecteurs de base de I'espace mD > 2.

Exemple :

Un cercle dans un espace 2D (un plan) a une surface 2D contenant tout I'ensemble des vecteurs du plan. Le
méme cercle dont le plan est situé de facon aléatoire dans un espace 3D a une surface 2D contenant une
partie de 'ensemble des vecteurs de 'espace 3D.

Note : il n’existe pas dans notre langue de mot pour qualifier un espace 3D par rapport a un espace 4D qui le
contient, comme on peut le faire en qualifiant de « plan » un espace 2D contenu dans un espace 3D. On restera
donc sur [’appellation « espace 3D » .

Note : toute ligne 1D refermée dans un espace 2D n’est pas toujours un objet 1D contenant tout ’ensemble des
vecteurs de [l’espace 2D , c’est le cas d’'un carré.

kksk

Un plan fini ou infini est un objet uniforme avec un espace 2D infini.

Si ce plan est courbé et/ou plié on dira que cet objet 2D n’est plus uniforme et appartient a un espace au
minimum 3D : dans chacun de ces espaces mD > 3, c’est alors un objet 2D conceptuellement distinct de
I'espace qui le contient et dont la forme est prise par un ensemble de directions et de sens dans I’espace
mD > 3. Si 'objet 2D non uniforme se referme sur lui-méme, sa surface est 2D et le volume qu'il contient
est 3D. Ce volume est alors occupé par tout ou partie de 'ensemble des vecteurs de I'espace mD > 3; il est
construit sur tous les vecteurs de base de I'espace mD > 3.

Exemple :
Une sphére dans un espace 3D a un volume 3D contenant tout I'ensemble des vecteurs de I'espace 3D La
méme sphere dont I'espace 3D est situé de facon aléatoire dans un espace 4D a un volume 3D contenant

une partie de I'ensemble des vecteurs de I'espace 4D.

Note : toute surface 2D refermée dans un espace 3D nest pas toujours un objet 2D contenant tout I’ensemble des
vecteurs de [’espace 3D, c’est le cas d’un cube.

kksk

Un objet 3D fini ou infini est un objet uniforme avec un espace 3D infini.
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Si cet objet 3D est courbé et/ou plié on dira que cet objet 3D n’est plus uniforme et appartient a un espace
au minimum 4D : dans chacun de ces espaces mD = 4, c’est alors un objet 3D conceptuellement distinct de
I'espace qui le contient et dont la forme est prise par un ensemble de directions et de sens dans I’espace
mD = 4. Si 'objet 3D non uniforme se referme sur lui-méme, son volume est 3D et I'hyper volume qu'’il
contient est 4D. Cet hyper volume est alors occupé par tout ou partie de I'ensemble des vecteurs de I'espace
mD = 4; il est construit sur tous les vecteurs de base de 'espace mD > 4.

Exemple :

Une hyper-sphere dans un espace 4D a un hyper volume 4D contenant tout I'’ensemble des vecteurs de
I'espace 4D La méme hyper sphére dont I'espace 4D est situé de facon aléatoire dans un espace 5D a un
hyper volume 4D contenant une partie de 'ensemble des vecteurs de I'espace 5D.

Note : tout objet 3D refermé dans un espace 4D n’est pas toujours un objet 3D contenant tout I’ensemble des
vecteurs de [’espace 4D , c’est le cas d’'un hyper cube.

*kk

On peut poursuivre indéfiniment ce type de raisonnement, en remarquant toutefois que sa validité repose
sur I'analogie. Ce n’est pas une erreur, la vérité mathématique est de tenir un discours cohérent avec des
postulats divers, elle ne repose pas sur des certitudes immuables mais sur des vérités relatives. Cependant
si les postulats sont faux le discours aura une cohérence restreinte, il ne pourra pas grandir en complexité.
Remarquer les conditions de validités d’'un énoncé et les exposer est nécessaire et peut se nommer « faire
une palinodie ».

Note : j’aime bien ce mot.

On montre ci-dessous des plans sécants entre eux, dont les équations sont formulées dans un espace 3D,
alors qu'’ils ne sont eux-mémes que des espaces 2D :
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Dans ou hors des espaces ou des objets

On montre ci-dessous un vecteur v’ s’élevant au-dessus de ce qu’on a figuré par un cercle pointillé, mais qui
7 - - —_— —_— - 0 0 .
représente soit un objet (0; v{;vy; ...; vy, )mD, soit un espace mD construit sur toutes les combinaisons
linéaires de ces vecteurs, ou encore le méme espace mD combinaison linéaire des vecteurs de base

{e];ez; ...; ey, } de 'espace mD , dans lequel on voit la géométrie de 'objet (0; vy; V3; ...; Uy, )mD :

Dans les deux cas si v est combinaison linéaire des vecteurs de base {e, }m = {e]; e; ...; €, } de 'espace
mD sur lequel on construit ’équation de I'objet, alors il est lié a cet espace mD ou cet objet mD et on écrit :

V=aj.e + az.e,+;..;+am. e,

On a alors aussi, avec 'ensemble infini des vecteurs non nuls {vy; v3; ...; Uing } dont chacun est combinaison
linéaire des vecteurs de base {e}; ey; ...; €, }, la certitude de pouvoir écrire :

7 = blv_l) + bzv_2)+, ey +bm.vmf

Cependant I'ensemble des vecteurs {v; } formant un objet dans un espace est un sous-ensemble de tous les

vecteurs de cet espace. Donc si le vecteur v est dans I'espace de I'objet, on est certain qu'il est dans I'espace
contenant I'objet.

si ¥ n’est pas combinaison linéaire des vecteurs de base {e, }m de I'espace mD sur lequel on construit
I’équation de 'objet, alors il est hors de cet espace mD ou cet objet mD et on écrit :

UV #a.e + az.e,+;..;+am. e,

On a alors aussi, avec 'ensemble infini des vecteurs non nuls {vy; v5; ...; Ving } dont chacun est combinaison
linéaire des vecteurs de base {e; e5; ...; e, }, a certitude de pouvoir écrire :

UV # bV + by Uyt by Uiy

Cependant I'ensemble des vecteurs {v; } formant un objet dans un espace est un sous-ensemble de tous les

vecteurs de cet espace. Donc si le vecteur ¥’ est hors de I'espace de 'objet, on ne peut pas décider s'il est
dans ou hors de 'espace contenant I'objet.

Note : soit deux vecteurs v; et v, formés par combinaisons linéaires sur {e;; e5; ...; e, }. Le vecteur « produit
vectoriel » v, A vy n’est pas formé par combinaison linéaire sur {e]; e5; ...; €., } . En particulier il peut étre dans
ou hors de l’espace mD formé sur {e{; e5; ...; e,, }, selon la parité de m (dans cette théorie des polymixtes).

Si v forme un angle plat avec une combinaison linéaire des m vecteurs de I'objet (0; v;; V5; ...; v,)mD ou
tout simplement si ¥ est combinaison linéaire des m vecteurs de l'objet (0;vy; Vy; ...; U, )mD , alors Vest
dans I'espace de cet objet qui contient une portion des directions formable sur {e; }m.
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Lespace de cet objet est au plus de la dimension de {e, }m. Le vecteur ¥ peut alors occuper au plus toutes
les directions de I'espace {e, }ym = {e]; e3; ...; e, }.

Si v ne forme pas un angle plat avec une combinaison linéaire des mvecteurs de Il'objet
(0;v1; v3;...; Vyy)mD ou tout simplement si ¥ n’est pas combinaison linéaire des m vecteurs de 1'objet
(0;v7; vy;...; Vy)mD , alors Vest hors de I'espace de cet objet qui contient une portion des directions
formable sur {e, }m.

Lespace de cet objet est au plus de la dimension de {e, }m. Le vecteur ¥ peut alors occuper toutes les
directions d'un espace {e, }(m + 1) = {ej; €3; ...; €m; €ms1 -

5.2 Les objets polymixiaux et leurs descriptions en vecteurs polymixtes envoiteurs

Nous avons cherché dans cette étude a donner des mesures des objets construits sur des vecteurs. De tels
objets ne sont pas courbes et/ou pliés, ce sont des objets construits sur m vecteurs libres entre eux qui
possédent :

m groupes non identiques de 2™~ 1 arétes paralleles entre elles

On précise que ces groupes sont « non identiques » pour signifier que toutes les arétes paralléles d'un
groupe sont sécantes avec chacune de celles des autres groupes. On qualifiera d’objet polymixiaux de tels
objets, dont la définition les distingue des autres types d’objets a facettes. On ne confondra pas I'objet
polymixial, qui est cette forme géométrique, avec le vecteur polymixte envoiiteur, qui est I'outil de mesure
de cette forme géométrique.

Note : de la méme fagon on ne confond pas le parallélogramme avec sa surface mesurée par un produit vectoriel.
Le nombre total d’arétes A contenues dans I'objet polymixial (0;v;; V5 ; ...; Up,) mD est:

A=m.2m1

La seule démonstration que je puisse donner est une démonstration par récurrence, c'est-a-dire un

raisonnement fondé sur I'analogie qui repose sur le postulat qu'un objet (0;v;; V3 ;...; V) mD et un

vecteur v,,,; libre avec cet objet forme un nouvel objet (0;v;; V3 ;...; Ums1) (m+ 1)D qui posséde
(m+1) ) A

2. — plus d’arétes :

.....

A(O;v‘{;v‘i- V) (m+ 1).2m _ (m+ 1)

. m-1 =
A0 75 55 V) m.2 m

Et c’est vrai pour m = 1; 2, donc c’est toujours vrai...mathématiquement. Mais les mathématiques ne sont
pas nécessairement la réalité physique. En effet le raisonnement est cohérent avec un postulat. Mais si je
trouve plusieurs postulats différents qui théorise quelque chose d’abstrait d’analogiquement vrai avec ce
que je peux mesurer, j'aurai plusieurs vraies équations donnant des mesures différentes d’'une réalité
quelle qu’elle soit (stable ou changeante, etc... 1a n’est pas la question). Dans ce cas, pour que la
démonstration par récurrence soit, sinon absolument vrai par rapport a une réalité mais du moins
admissible pour le raisonnement (la est la question), il faut :

Que la démonstration s’applique a prouver le postulat qui décrive le plus grand nombre de cas de figures
mesurables.

Note : ce qu’a premiéere vue je n’ai pas réussi a obtenir en raisonnant sur les faces des objets polymixiaux.
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Exemple
(0;v{) 1D:
1 groupe de 1 aréte

(0;v1; v;) 2D:
2 groupes non identiques de 2 arétes paralléles entre elles

(0;v1; v3; v3)3D:
3 groupes non identiques de 4 arétes paralléles entre elles

(0;v1; v7; V3; Vg ) 4D
4 groupes non identiques de 8 arétes paralléles entre elles
(0;V{; Vg ; Uymy)mD:
m groupes non identiques de 2™~1 arétes paralléles entre elles

kksk

Un objet polymixial est alors vu comme une quantité vectorisée : le vecteur polymixte envoiiteur. Le
vecteur unitaire d’'un polymixte envoliteur décrivant un objet mD est défini non nul dans tous les espaces
impairs. Il est noté :

env
RN impairzm

env
RN impairzm

Un tel vecteur unitaire n’est pas défini dans les espaces pairs, ou on ne rencontre que des polymixtes
ordinaires indéfinis par manque de dimensions, ou bien nuls, et qui sont impropres a mesurer des objets
mbD.

Le vecteur unitaire envoliteur est un vecteur qui peut changer d’aspect dans un espace quand il se compose
avec un vecteur ordinaire de la base générant cet espace. Il peut se distribuer sur les composantes
vectorielles d’'un vecteur ordinaire en plusieurs vecteurs envofiiteurs ayant cette propriété, Un méme
envolteur peut donc prendre un aspect particulier dans {ej; e5; ...; e, } quand il se compose avec e;, puis
un autre aspect particulier dans {e;; e;; ...; €, } quand il se compose avec e, etc.

Un vecteur envoliteur occupe virtuellement toutes les directions possible dans {e5;e;; ...; €y imparr b
chaque direction ayant deux sens.

On montre dans la figure ci-dessous trois différents objets polymixiaux de I'espace euclidien, décrit dans
un repeére (0; e;; e5; €3). La sphére a un rayon de norme 1.

Dans (0; e;; e5; e3), le vecteur envoliteur occupe toutes les directions de la sphére pour mesurer dans un
espace 3D le volume du parallélépipéde, du parallélogramme, du segment.

Dans (0; ey), Le vecteur envoiiteur occupent I'unique direction de la droite portant e, qui est parralléle au
segment portant v, pour mesurer dans un espace 1D la longueur de ce segment :
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5.3 Cas général des objets polymixiaux (0; vy ; V3 ;...; V;y) YD

De tels objets ne sont donc pas nécessairement construit sur m vecteurs libres entre eux, et leurs
dimensions esty < m.

Pour les mesurer, on décrit un vecteur pm € vect {{e }mU{e’, }(n —m)},dit «polymixte »,
m//n

Rz=x+n—m
construit dans un espace de dimension z = (x + n — m) comme une composition non associative et non
commutative de produits vectoriels formant des vecteurs ordinaires et de produits scalaires formant des
vecteurs envoiiteurs. Cette composition porte sur m vecteurs ?]’ Dans le cas général des polymixtes

indéfinis, nuls et non nuls, les m vecteurs v, sont famille libre ou liée, chacun d’eux étant construit sur une
famille libre ou liée de m vecteurs unitaires { e, }m et sur une famille toujours libre de (n — m) vecteurs

unitaires { e’y } (n — m) ayant la particularité que chaque vecteur e—’p) est orthogonal a tous les vecteurs

N —_—
combinaisons linéaires dans la réunion des familles { e, }m U { e'p }(n —m)}.
Ces vecteurs sont alors ordinaires, discriminés verbalement d’avec les vecteurs envoiiteurs.

Comme on la déja précisé, un produit vectoriel de vecteurs ordinaires est un vecteur ordinaire non
— — - .

construit par combinaison linéaire sur {e, }mU{e’p }(n—m). Un vecteur e’, ne lui est donc pas

nécessairement orthogonal.

Sin est le nombre total de vecteurs de { e, }m U {e—’p) }(n — m). On a toujours I'inégalité suivante :
1<x<m<n
[l n’est donc pas possible quen < mouquem < xouquen < x

Dans le cas particuliern = m,ona pm € vect{e, }m
m//n=m
RZ=X

Dans notre étude, on précise z comme la dimension z =x+n —m de l'espace R? engendré par
- !
{el}mU{e p}(n—m).
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La variable x quantifie alors le plus grand nombre de vecteurs libres entre eux dans { e, }m.

On notera :
{eym={ej;e;.;en} ;1<i<m;Dim{g}m=R*;1<x<m
{a}(n—m) :{e’m+1; €' m2 ) Z)}; m+1<p<n; Dim{e_’p)}(n—m) =R ™
{e3mU{e, }(n—m)={e; & ;..; emi€ (ne1); € mez; - €n}

Dim({e,}mU {E; }(n — m)) = RZ=xn-m

Dans un polymixte on comptera toujours autant de vecteurs 7]’ que de vecteurs de { e, }m. La raison en est
qu’il n’y a pas d’utilité a complexifier cet objet, puisque ce que nous cherchons est une mesure de I'objet
(0;v{; V3 ;...; V) . Une autre raison moins avouable est que je prémédite une mesure formulée avec le
déterminant de m vecteurs, et qu’'on ne peut pas former de déterminant avec leurs coordonnées prises
dans une matrice non carrée.

Note : je me coule donc dans un moule culturel autant que je m’en élance, pourvu qu’il y ait accroissement
d’activité combinatoire et temporalité libres dans mon esprit par ailleurs distrait, toujours happé par des idées,
et brouillon car ayant peu de mémoire visuelle. Mais la combinatoire hyper-active, c¢’est pour moi une présence
égale a ['instantanéité des goiits et des surprises. L’insistance de la matiére a dessiner des yeux en forme
d’invitation a créer le désir, puis l’esprit a fait [’amour, mais méme [’amour le plus pur n’est qu’une ombre an
comparaison de la grande joie de ['univers. A ’horizon o je ne suis pas, la présence est celle des déplacements
dans les corps contenus, grande joie de ['univers pour les envoiiteurs.

Les vecteurs v, sont toujours confinés a {e; }m. On signifie par ce mot de « confinement» que leurs
coordonnées projetées sur tous les vecteurs de { e'p }(n — m) sont toujours nulles.

Les m vecteurs 7, forment donc un objet spatial (0; V1 ; U3 ; ...; ¥y,) de dimension y telque 1 <y < x .En
effet la dimension de cet objet ne peut pas excéder celle de la plus grande base { e, }x dans { e, }m .
{Fj’}m={v_1’;v_2);...;ﬂn’} ;1<j<m; Dim{?j}m=R3’ ;1<y<x
v, conf{e,Im ; (Dim{v, }m =RY) < (Dim{e,Jm=R*); 1 < x < m

On présente ci-dessous I'ensemble des coordonnées de tous les vecteurs v, dans I'espace R” engendré par
{e,ImU { e’y }(n —m):

(T (V1 @5 + V2 + V383 + -+ Ve @+ -+ 0.7 + -+ 0.¢75))

173(173'1.61 + v3|2.ez + U3|3.€3 + -+ Uglm.e m + -+ O.e m+1 + -+ O.e TL)

{710} - _
U_z)(vzll.e—{ + vzlz.e—i + leg.e—?: + tee + vzlm.m + M + 0.e,m+1 + A + 0 e’n)
TJT(U1|1.§I + v1|2.e—2) + v1|3.e—3> + e + Ullm.m + M + 0 e’m+1 + A + OZ;)
\
On précise maintenant I’écriture du polymixte pm construit sur un objet spatial (0; V7 ; V5 ; ...; V)

m//n
Rz=x+n—m

de dimension 1 < y < m qui sera indéfini, nul ou non nul dans I'espace RZ=*+""™ ;
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RZ=X+TL—TI‘L
Avec:
[/\ ]mpair =A ; [/\ ]mimpair —

[/\ ]npair =A ; [/\ ]nimpair —

La fleche figurée en rouge est présente si m impair.
La fléche figurée en vert est présente sim + 1 impair.
La fléche figurée en bleue est présente si n impair.

L'ordre des parenthéses dans lesquelles les opérations sont effectuées signifie que le polymixte n’est pas
une composition associative. Il n’est pas non plus une composition commutative car on ne peut pas

-0 — . T
interchanger un vecteur e’p et un vecteur e, sans contredire sa définition.

5.4 Egalité de la norme du vecteur polymixte envoiiteur avec les mesures locales

dans la géométrie de I'objet polymixial (0; vy;v3; ...; V) yD

Note : je I’écris chronologiquement aprés avoir théorisé mon polymixte, ce qui me fait voir cette équation comme
pertinente. 1l y a un processus de récapitulation des idées de facon toujours plus nettes que j’accomplis, au travers
de mes jours et de mes nuits. C'est-a-dire dans le temps ou l'inspiration vient se superposer a tout mes états d’ame.

L’objet polymixial (0;v;; V5 ; ...; Vy,) YD estle méme que tout autre objet dans lequel les mémes vecteurs
sont énumérés différemment, par exemple (0; v, ; V5 ; ...; V7). On a l'invariance de la mesure si on ne

souhaite voir que la réalité géométrique de I'objet. On écrit, en extrapolant les notions euclidiennes, autant
d’égalités que les m ! permutations possibles des indices des vecteurs de {Fj}m :

m =
(m=2)//n (0;v13v3;... ;Vm)yD
gnimpairzm  (V1;V3;..;vm)conf{es;ez;....em}

(w11 (w21 |- [193]]- e [Tl ] [ sin((0; 91D, %3) |- Isin((0; 013 92), 93)| . |sin((0; V15 V5 v V1), V)|

(0;vp;v3;...;v1)yD
Um0z -sv1)conf{er;es;...em}

|12l |- [121]- [1931]- .. 119711 | sin((0; ), 97) |- $in((0; Vs 92), )| -.. | 5in((O; Vs V35 -.es V79), ¥7) |

Ou tout vecteur 7] s’éléve ou non au-dessus de I'espace de I'objet (0; V1 Vg e v]_l) en n’étant ou n’étant
pas combinaison linéaire des (j — 1) vecteurs de cet objet.
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Exemple

Si (0; 71 v3;v3)3D et sin((0;v7; V33 73), v, ) = 0, alors U, est dans 'espace 3D de (0; vy; V53 73)3D, il est
combinaison linéaire des vecteurs de cet objet.

Si (0;v7;v3;73)3D et sin((0; v1; V33 V3),74) # 0, alors 7, est hors de I'espace 3D de (0; vy; v5; v3)3D, il
n’est pas combinaison linéaire des vecteurs de cet objet.

On précise que {vy; Vy; ...; Uy} sont tous des vecteurs d'un espace mD car confinés a une base {e,}m, mais
que les espaces contenus qu’ils définissent sont formés sur une partie des directions d’espace possibles
dans {e;}m correspondantes a un jeu de coordonnées fixés dans {e;}m. Donc pas a tous les jeux de
coordonnées possibles au méme moment dans {e,}m, sinon on ne pourrait pas distinguer le contenu du
contenant. Par exemple, tous les plans de I’espace euclidien ne sont pas un objet 2D dans 'espace 3D, mais
sont I'espace 3D lui-méme.

Il saute aux yeux que si y < m, au moins un vecteur de {Vj’}m estlié aux autres (il est dans le méme espace
que l'objet avec lequel il fait angle) et donc au moins une valeur absolue de sinus est nulle. Dans ce cas la
mesure de I'objet est une mesure nulle.

Si on souhaite mesurer cet objet par des coordonnées, et entrer dans davantage de raffinements
conceptuels...

Note : pour les avant-gouts des réceptions ou émissions de voyages instantanés
... on utilise la norme d’un vecteur. Le polymixte construit sur une énumération différente donnera alors la

méme mesure d’objet, mais son signe pourra étre différent. Dans tous les cas il sera construit sur le méme
modeéle, une alternance dans un rythme 1 sur 2 des opérations A et X.

Exemple
Pt = e NBIP (e ( @ AR (FINEC (7 A (T B @ ATD)) ) ) ) )

m//n
Rz=x+n—m

kksk

Par suite on ne pourra pas relier I'indice du vecteur a la parité du polymixte, d’ou des difficultés a raisonner.
Ceci d’'indispensable ayant été vu, ces difficultés étant alors pour le moment superfétatoires (inutiles a
I'obtention du but recherché, inutilité comme archétype du « faux probléme »), et la combinatoire mentale
déja suffisamment active, on les évitera avec légéreté.

Définition des séquences

Une séquence de de k vecteurs dans { e, ym U { e—’z; }(n — m) représente k vecteurs dans I'alternance de
produits scalaires et vectoriels du schéma du polymixte. Elle commence a droite sur un vecteur ordinaire,
se termine a gauche avec un vecteur ordinaire e—’z; ou v; . L'opérateur précédant ce dernier vecteur est soit
A, soit X.

A «T'intérieur » d'un polymixte on peut donc identifier des séquences de compositions entre vecteurs. Ces
séquences ne sont pas elles-mémes des polymixtes, car tout polymixte est défini par une unique valeur m.

Toute séquence dont le dernier terme de composition (situé le plus a gauche), est un produit scalaire, est
un vecteur envoiteur. Ce peut alors étre un polymixte envoliteur ou une séquence de vecteurs formant un
vecteur envolteur.
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Toute séquence dont le dernier terme de composition (situé le plus a gauche), est un produit vectoriel, est
un vecteur ordinaire. Ce peut alors étre un polymixte ordinaire ou une séquence de vecteurs formant un
vecteur ordinaire.

5.5 Forme analytique du vecteur envoliteur

Par forme analytique on entend « description de I'objet dans un repére ».

Soit une séquence de k impair vecteurs dans {e, }m U {e—’p)}(n —m) et un objet (0;v;; vy ;...; Vx)kD
confiné a une famille nécessairement libre { e, }m .

env
g ., . Rkimpair N - . .
On définit le vecteur unitaire ———— d’un vecteur envoliteur € , polymixte ou séquence, dont les
env Rk impair
rk impair

vecteurs sont tous libres entre eux comme

_—
env
Rk impair

e =+

Rk impair

e
Rk

env
Rk impair

N Rk frg;]air
+||€e|| étant la coordonnée de la norme du vecteur envolteur dans un repére (0 ;——
R¥ |Rk ie‘r:ll;;air
unidimensionnel occupant virtuellement tout R* “™P4" ayec une norme 1.
Exemple
env
v; apour coordonnéex||v7|| = vy}, dans (0; L
6}:'1117
env
v;X(v, Av;) apour coordonnée+ ||17§' (v, A 1—7]’)| dans (0; L)
€I:l3'l7
env
v X (174’ ANV3 X (V5 AVy) ) a pour coordonnée = |[vsX (174’ A3 X (V5 AVy) )| dans (0; L)
env
RS

kkk

On distingue alors deux occurrences précisant la notion d’envotiteur dans ses relations avec le repére :

Si mimpair >k, ces k vecteurs forment un objet polymixial (0;v;; v, ;..vy) kD contenu dans
LT T, —_— s — 7 . . 7 7 .
(0;v1; Vg ;. Vg ; Vgg1 s 5 Um) mD. Les v étant libres, il est mesuré par une séquence construite sur la
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famille {ﬁ}m dont les vecteurs sont confinés a { e, }m impair (les vecteurs v, prennent donc leurs
coordonnées variables dans une base de dimension plus grande que k). L’objet polymixial est kD, et sa
mesure est donnée par une séquence construite sur la famille R™MPar 2k —{&*ym = {&];e5; ...; €} . Son
vecteur unitaire est:

env
R™ impair 2k {eg;es; ,a}
env env

R impalr 2k {er;es;...em}

Le vecteur unitaire de la séquence formant vecteur envolteur mesurant (O; vy ; V5 ;... Vg ) kD occupe
virtuellement tout R™ ™Pair2k ayec une norme 1. Il occupe donc un espace a3 m impair directions, chaque
direction ayant 2 sens.

Le vecteur envoiiteur occupe virtuellement tout R™ P42k ayec une norme ||vx X ...(v, Av;7)||. Sa
coordonnée est la mesure orientée d'un objet polymixial (0;v;; v;;..v,) kD dans le repére

_env__,
{efiey;wem}

(0; — ) unidimensionnel occupant virtuellement toutes les directions dans R™ P42k ayec une
env
{e7iey; ...;Wn'}‘
norme 1.

En valeur absolue, cette mesure n'est pas égale a «celle de I'objet polymixial
(O;V1; Vg5 Uk 5 Vka1 5 o5 Um) MD.

L’objet mD et I'objet kD circonscrivent la méme portion d’espace a m impair directions, chaque direction
ayant 2 sens.

Note : on montreraque || pm || = |a.Det(vy; ...; v5; v7)| dépend de de k < m impair
k//m k Xk

Rm impairzk

Si k impair > m, ces k vecteurs forment un objet polymixial (0; V7 ; V5 ; ...; Um; €' me1; € mez; - €'k )-
Compte tenu des propriétés des e’y , sa dimension est k. L'objet polymixial est kD, et sa mesure est donnée

par un polymixte envoiiteur construit sur la famille R mPair>m—rg> g2 .2 e’ . 1;..;e'k}. Son vecteur
unitaire est:

N _
env env__
Rk impair>m {a@:---:ﬁn’:e’mﬂ:...:e’k}
—_—
env env
k impair>m e, L —
R {eriez; . seme’ me1;-€'k}

_ e e — B
Le vecteur unitaire du polymixte envotteur mesurant (0; V1 ; V3 ; ...; Um; €' m41; € ma2; - €'k ) occupe
virtuellement tout R¥ “™Par>M ayec une norme 1. Il occupe donc un espace a k impair directions, chaque
direction ayant 2 sens.

Le polymixte envoliteur ~ pm  occupe virtuellement tout R¥ "P3T>M ayec yne norme || pm || .
m//k m//k
Rk impair>m Rk impair>m

Sa coordonnée est la mesure orientée d'un objet polymixial (0;v;; V5 ;...; V,,)mD dans le repére
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—
S {1/ —
{erez;...em;e'm+1;--e'k}

) unidimensionnel occupant virtuellement toutes les directions dans R* impair>m

0;

J—
env
{e1ieg;em;elms1;--€l g}

avec une norme 1.

En  valeur absolue, cette mesure est égale a celle de l'objet polymixial
(0;v1; V35 Vs €' a1 €' mazs s €'k )kD.

L’objet mD et I'objet kD circonscrivent la méme portion d’espace a k impair directions, chaque direction
ayant 2 sens.

Note : on montreraque || pm || = |a.Det(v,y,; ...; V3; v1)| ne dépend pas de k impair > m
m//k mXm

Rk impair>m

Exemple extrait des 5 premiéres croissances des polymixtes

Note : c’est un exemple qui déborde dans un contenu théorique plus riche que ce qui a été expliqué jusqu’a
maintenant

Séquence :

on 58 (T ATR@ AT

Sil'objet (0; V1 ;V, ;V3; Vs €'5; ') est 6D alors I'objet (0;V;;7,;V3;Vs;€'s;€’6;€'7) est 7D. On a conclu

en m=4; n=6 que la séquence e’y Ae'sX (17_4’/\ v3 X (v, A 171)) est alors indéfinie par manque de

dimensions. Cependant il y a assez de dimensions dans R’ pour pouvoir définir e’ A

JE— _— RN — _—
e'sX(v, ANv3K(v, AV7)) orthogonal a e'get a e'sK(w, AvsK(v, Av;)) envolteur de

—_ s s — s - - — S — . — N . .8 70
{e];e;;e3,e,4,€'s}. La séquence e'¢ Ae'sX (v, Av3® (v, A V7)) ne peut donc étre que confiné a e’ , la

dimension supplémentaire d’espace orthogonale a tous les vecteurs de R® = {e_l); ey e3 €4 €'s; e’6} :

Et ensuite on donne le polymixte pmi qui est donc un envoiliteur d'un objet 4D formé sur R’ =
4//7
R7

e1;e5;e3;e,;€e's;e'; e’ 1, il occupe toutes les directions de R/, chaque direction ayant 2 sens, et est borné

aune norme :

e T T e o . S
m o= eN(e'gNe'sK(w, AR (v, A7)
4//7 (W1;Vz;v5;05)conf{es;ez;es5e,}

7 30 s g el ol ol
R (O,v1 U5 UsUge 5 el 65e 7)7D

— T T
O;V1 ;V, ;VU3;V;€ 5 ;€' ¢ |6D

___ew.
{el;ez;e3;e4;€75;e76;€77}

pri = [e'7(e_'gA e's(mv;(v;m?)))].
R7

env
{ef;ez;es5eq;e755e76;e17}
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. Env,
{e1;ez;e355e4;€75;e7q;€/7}

—

pm = aDet(vy;vs; ;1)
4//7 (v1;02;v35v5) confier;ez;es5es} 4X4

R7 R T Tt T O DN |
0;v1 ;v, ;U3;V4e s;e’ ;€' )7D

SN 2 § ] A=
{el;ez;e35eq5e75;€765e77}

. B
0;171 ;U2 ;V3;V4;€ 5 ;€ ¢ 6D

aréduit = U,.£&,. |sin((0; &), e3)|-[sin((0; &3 ), &5)|. [sin((0; e1; €3, &3), €5) |
a complet = ..£,.|cos((0;e7),&7)|.|sin((0; 1), €7)|- |sin((0; e7; €2), €3)|. |sin((0; €73 &5; €3), &5) |

. —)—)—>—>—/) . —>—>—>—>—,) —,) . —)—)—>—>—1)—/) —/)
.|sin((0; eq; e5;e3;e4), € 5)| . |sm((0; e;ey;e3;ey,;€e 5),6’ 6)| . |sm((0; e1;ey;es;es;€e's;e 6),e 7)|

env___
{eregiezieqie’s g’y

Sa coordonnée dans le repere (0; ) ) unidimensionnel occupant virtuellement tout R” avec

env_____
{efieziesiegie’sie'ie'7)

une norme 1 est la mesure orientée d'un objet 4D dans R’. Le polymixte envoliteur pm occupe

4//7
R7
virtuellement tout R avec une norme ||pmi|| = |a. Det(v3;v5; v7)|.
4//7 3X3
R7

5.5a Théoreme de nullité ou d'indéfinition du polymixte ordinaire ou envoiiteur

Si 'approche géométrique ne laisse pas de place a 'indéfinition de la mesure, I'approche analytique en
laisse une si on s’accroche au postulat qu'un angle avec un vecteur nul est un angle indéfini. Par suite :

Soit un vecteur 7, € {7 }m construite sur une base libre {€;}m.

Si v, est combinaison linéaire des vecteurs de l'objet (0; vy; V5; ...; V1), 0na

- soit UL A (vk_1 (v_z’/\v_l))) qui est vecteur ordinaire nul et par suite tous les polymixtes

(ordinaires et envolteur) construits sur cette séquence sont indéfinis car on ne définit pas d’angle
avec le vecteur nul

- soit v, X...(v, AD;) qui est vecteur envolteur nul par suite tous les polymixtes (ordinaires et
envolteur) construits sur cette séquence sont indéfinis car on ne définit pas d’angle avec le vecteur
nul

5.5b Théoréme de non-définition du polymixte ordinaire dans I'espace de dimension paire égale a celle de
I'objet

Si (0;vy; vy;...; Uy)mD, alors v, ne peut étre combinaison linéaire des vecteurs de I'objet
(0;v]; V3; ...; Vm—_1), alorsiln’y a pas assez de dimensions dans R™"=™ P pour définir un produit vectoriel
qui serait simultanément orthogonal a v,,, et a tous les vecteurs de 'objet (0; V7; V3; ...; Um—1)-

P = Ty A (Vo 8. (0 A D)) = indéfini
m//m {v;}m conflem

n=mpair s —
R (0;v1; v3;..; Vyp)mD

U étant hors de I'espace de I'envoiteur v,,_; X ... (v; Av7) on juge alors que le vecteur ordinaire v, et

I'envoiteur v,,_; X ... (v; A ;) sont libres entre eux. Dans ce cas le polymixte ordinaire est indéfini.
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On ne peut pas donner d’autre démonstration que celle reposant sur une analogie avec ce que I'on pergoit
dans R?:

Si (0;v4; v3)2D, v, forme un angle non nul avec [’objet (0;v7) réduit au vecteur vy, parce qu’il n’est pas
combinaison linéaire de v;. I/ n’y a pas assez de dimensions dans R? pour définir un produit vectoriel de vecteurs
non colinéaires qui serait simultanément orthogonal a v; et a v,. Le polymixte ordinaire est donc indéfini :

pm = v, A vy = indéfini
2//2 {vz vi}conf{esse;}
R? (05713 73)2D

5.5¢c Théoreme de définition nulle du polymixte ordinaire dans I'espace de dimension paire
immédiatement supérieure a celle de I'objet

Si (0;v5; v3;...; Vyy)(m—1)D, parceque 7v,, est combinaison linéaire des vecteurs de I'objet
(0;V7; Vy; ...; Um—y) alors il y a assez de dimensions dans R™*=™P%" pour définir un produit vectoriel de
vecteurs liés qui serait simultanément orthogonal a 7v,,et a tous les vecteurs de I'objet
(05015 V35 5 Vm—1)-

P = Ty A (Vs B.. (0 A D)) = 0
m//m {7}m confleym

n=mpair [N
R P (0;v1; V355 Vi) (m—1)D

v, étant dans 'espace de l'envolteur v,,_; X ...(v; Av;) on juge alors que le vecteur ordinaire v, et

I'envolteur v,,_; X ... (v, A v;) sont dans une « sorte » de colinéarité. Dans ce cas le polymixte ordinaire
est défini, et 'est comme vecteur nul.

Note : on met en évidence ces cas dans les exemples de croissances des polymixtes, plus bas présentés, qui

détaillent pas a pas les 5 premiéres croissances pm , pm, pm, pm, pm
1//n 2//n 3//n 4//n 5//n
R™ R™ R"™ RT" R™

Application aux séquences de vecteurs

On peut appliquer les précédents théoremes aux séquences composant les polymixtes. Si une séquence est
indéfinie, tous les polymixtes qui la contient sont indéfinis. Si une séquence est définie comme vecteur nul,
tous les polymixtes qui la contient sont indéfinis car on ne sait pas définir d’angle avec un vecteur nul
5.5d Théoréme de définition non nul des polymixtes envoiiteurs

Le pré requis est que 'objet (0; v5; Vy; ...; Up,) soit mD, quelle que soit la parité de m .

Si U, ...; U3; U5; U5 sont libres et que m est pair, il y a suffisamment de dimensions dans R™*+1 mPair poyr

R —

définir le vecteur vy, pqur /\(vm_1 ...(175/\171’)) comme confiné au vecteur e',,,; d'un espace de

_
dimension impaire supérieure a m pair, puisque e',,,; est par définition orthogonal a tous les vecteurs de
R™.

Dés lors I'objet (0;v7; Vy; ...; Up)(m pair)D est mesuré non nul par tous les polymixtes envolteurs

contenant la séquence 7,,, A (vm_1 (Vg A 171)))
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Exemple
pri = ¢ 18 A (T K. @ ATD)))

m//m+1 {7;}m confiem
Rm+1impair (057; U3 50) (M pair)D

Note . Cependant n’importe quel VECteUr e’y ,1y<p<n €St aussi par définition orthogonal a tous les vecteurs de
R™. Donc on a la liberté de choisir les confinements que l’on veut a n’importe quel vecteur e—'p) pour Vp, paur A

(7 ABER@GAD))-)

kkk

Sivy,; ...; U3; Vy; Uy sont libres et que m est impair, il y a suffisamment de dimensions dans R™ "P#"pour

env
RmM impair

définir le vecteur vy, ynpan X ... (V; AD;) comme porté par I'envoiiteur

—
env
RmM impair

Dés lors 'objet (0;v7; Vy; ...; V) (m impair)D est mesuré non nul par tous les polymixtes envotteurs

contenant la séquence Vp, ymparr X ... (V; A7)

Exemple
i _ 1B A (T B . (53 ATD))

m//m . {v;}m conflem
R P (0973 93;...; ) (m impair) D

*kk

5.6 Cas des objets polymixiaux (0;vy; V3 ;...; V) mD
On a alors Dim{ v, }m = Dim{ e, }m = R™. Toute famille libre {U;; ¥ ; ...; Uy} correspond a un objet
polymixial (0;v;; V5 ;...; V) mD de dimension égale 3 m . C'est un polymixte envolteur non nul
pm ou pm qui donnera sa mesure.
mpair//nimpair>m  mimpair//n impairzm
R™ R™

5.6a Distributivité de I'envoiteur et formations de lignes polymixiales

Ce chapitre vise a justifier la norme du polymixte envoiteur, tel que :

Il pm || =la.Det(Wn; ...; V25 VD).
m//n mXm

Rnimpairzm

Note : j’aurai du mal a dire ce qui est le plus intéressant : la prise de conscience des libertés prises pour donner
une mesure & un objet mD, ou [’élaboration de la formule elle-méme...
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env
RN impairzm

La coordonnée d'un envoiiteur dans un repére unidimensionnel (0; ) se formule par la

env
RN impairzm

env
. . . L. RN impairzm , .
distribution de son vecteur unitaire surl’ensemble des déterminants  Det VU Uy
mXm m 2 V1
env
RN impairzm

Rnimpairzm

de m colonnes et m lignes que I'on peut former dans la matrice % (U - V; V1) des coordonnées de
mxAn

V. ...; U, Uy dans RMUMPATEM e tout multiplié par une constante a dépendant de la configuration spatiale
m 21
durepere (0;ej; ...; €m; € my1; - €' ) dans lequel on donne les coordonnées de I'objet {Vn,; ...; U5; U7} -

Note : précisons en anticipant les formes de a , qui sont définies non nuls pour n impair.
Forme réduite construite sur la base dans laquelle est confiné [’objet {Vpy; ...; V3; V1 }
aréduit =y_.£,.|cos((0;e)),e7)|. |sin((0; &), &,)|. Isin((0; e7; &), ez)l.... |sin((0; &5; ... €m-1) ), €m )|
Forme compléte construite sur R™ :
a = (aréduit). |sin((0; e1; . em) € ma1 )| . |sin((0; eg; ...;Zn’,e’mﬂ) L€' maa )|
|Sin((0: €15 €ms € mi1; € ma2s s e,n—l) €'n )|
On a toujours a = a réduit car chaque vecteur e’,est orthogonal a tous les autres

Les operateurs_ Y, et E’E caractérisent [’espace et la configuration spatiale du repére de la base dans lesquels on
mesure des objets formeés sur des vecteurs quelconques.

Y, =*1 (lire U, =1ouy, =-1 ) caractérise [’orientation directe ou indirecte du produit vectoriel dans
l’espace R™

g, ==x1 (lire § =1 ou§, =—1) caractérise relatﬁment a un choix pour s [’orientation directoide ou
indirectoide du repére de base (0;€5; ...; €m; € 1 -5 €'n)

env
X X RN impairzm . n! R S
On distribue en une combinaison de ———— vecteurs envoiteurs E n! sur les
(n—-m)!m! 1sp<
env (n—m)!m!
RN impairzm

n! p . — — .
oy déterminants D)e(zt (Vn; -3 V2; 1) de m colonnes et m lignes que I'on peut former dans la
- m: mxXm
Rnimpairzm

matrice 1\4 (Vpn; -3 V23 U7) définie dans R™"™MPA=M (en supprimant chaque fois une ou plusieurs lignes
mAn

de coordonnées).

—_—

Chaque vecteur E,, estalors lui aussi un vecteur envoiteur formé de la combinaison linéaire que I'on veut
—_ . e

dans{e, }ymU { e’y }(n — m) lorsqu’il se compose avec un des vecteurs de { e, }ym U { e’y }(n —m).
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n!

P ——
Ce vecteurs E;, peuvent se composer en produits scalaires et vectoriels avec d’autres vecteurs de

g—
(n—-m)!m!
{?{}mU{e’p }(n—m) en prenant des aspects choisis pour former une nouvelle matrice

— _,) — —_— —
nA)zIn((vnou e'n); el U s Uy vl).

. - . . m+1)! 3 . — —_— —>
En particulier si n = m + 1 on obtient _(m+i) m + 1 déterminants Det (V,,; ...; V3; V;) dans une
(m+1-m)!m! mXm
matrice M Umats Vms -3 Va3 V1) -
(m+1)><(m+1)( m+1, Ym 2 1)

Les valeurs des compositions des E_p) avec les vecteurs de bases de ces autres vecteurs de
{e,JmU {e—’z; }(n — m) forment ce qu'on appelle des « lignes polymixiales ».

Exemples

1 déterminant l3)>g3t(v_3’; U,; V1) dans la matrice des coordonnées de V5, 7, U; confinés a R"=3 :

R3
—_—
env
— — —> R3 s s 5\ —
+|[759z AT | . = a. Det(v5: 7 v F
_—
env
R3

*kk

4 déterminants é))gsyﬁ;v_z’;v_l’) de 3 lignes et 3 colonnes dans la matrice des coordonnées de

R4
V3, U5,V confinés a R™=*

s
env

oy — e —— R* B s s s s s s s s T
+|vav ||.—=a. Det(v5;v,;v1). E; + Det(v5;v,; V7). E, + Det(v3;V,;v,). Es + Det(v3;v,; V7). E,
* [|vs X (v, AvVY) (3><3(3 2 V1) 1+3><3(3 2 V1) 2+3><3(3 23 V1) 3+3><3(3 2 V1)-Ey)

env 1 2 3 4
R4-

*kk

Un E,, étant envolteur de R™ ""P*" T'aspect qu'il prend (la combinaison linéaire dans { e; }ym U { e’y }(n —
—_—

m) ) en se composant avec un vecteur ordinaire de { e, }m U { e'p }(n — m) ne le force pas a conserver cet

aspect quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire de { e, }m U { e'p }(n —m).

Exemple

—_—

e AE =¢s
& AE; =0

* 3k k

by 7

On cherche alors a préciser les valeurs des compositions des E, avec les e, , qu'on appelle «lignes

polymixiales », en tenant compte de la constante a caractéristique de la configuration spatiale du repere
dans lequel on donne les coordonnées de {v,,;..; V3; V3; U1} .
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Exemple

Se reporter a I'étude de croissance des polymixtes, dans laquelle on a étudié les cas de pm ; pm ; pm
3//3 4//5 5//5
R® RS RS

*k ok

5.6b Palinodie de la formule

Il est honorable de préciser le contexte de la formule obtenue. Ici il s’agit de la grande liberté prise dans les
choix des valeurs des lignes polymixiales, de fagon a obtenir la formule souhaitée. Tout a été fait pour
obtenir cette formule... cela peut sembler contraire a la recherche de la vérité, mais a bien y réfléchir cela
I'est seulement si on peut démontrer par des mesures que les résultats obtenus sont faux. Si on ne peut pas
le démontrer, refuser de prendre cette liberté peut aussi bien étre considéré non pas comme de la prudence
mais comme un manque de créativité. Le point central est 'auteur qui écrit, c’est son discernement et son
honnéteté intellectuelle qui sont mis en cause : jusqu’ou peut-il s’illusionner et illusionner les autres ? S’il
voit clairement son erreur, il doit abandonner ou faire évoluer son discours. Mais en général il a du mal a
abandonner ce qu'il a construit, c’est pourquoi sa formule doit s’accompagner d’'une sorte de palinodie, ou
il explique les libertés qu’il a prises. C’est le moins qu'’il puisse faire s’il a tort. Il restera toujours I'éventuelle
beauté interne de sa théorie comme une totalité ayant une cohérence, bien que non concernée par les
verdicts des mesures. De méme tout ce qui releve de I'art n’est ni faux ni vrai mais montre une totalité
ayant une cohérence.

5.6¢ Décomposition d’'un déterminant en somme de produits de coordonnées
On cherche a montrer grace aux propriétés des envoiteurs qu'’il existe suffisamment de lignes polymixiales
dans un polymixte pour reconstituer un déterminant Det (T o3 Uy oo Uy 07).

Rn=m

Tout d’abord remarquons que dans toute matrice carrée A)QI (Wn’, w3 U Vg v_{) on compte :
mXxXm

m! , . — — — —
= 1 déterminant rél))%i;l(vm, w3 Ups e Uy vl)
1
On compte aussi :
m! 7 . —_— — —_ —>
= m sous-déterminants Det U1, e} Uy n U3 U
(m-1)! (m—l)X(m—l)( et 3 T V2 V1)

1<ks=m

Soit une somme de m produits de une coordonnée avec chaque sous-déterminant. Chaque produit est
affecté d’un signe positif ou signe négatif (sans qu’'on précise lesquelles pour le moment). Ces m produits
permettent de reconstituer :

r%(zgl(vm; w3 Ups e U5 v1)=

Rn:m
+v,:-4. Det Vo 13wV U3 V7) + Vyien. Det V13 e U U U7
+ Ym|ij=1 (m—l))((m—l)( m—1 7 2 1)— m|i;=2 (m—l))((m—l)( m—1 7 2 1)
1 2
wtv,_.. Det Vo 433U Ui V7)o + Vi, Det V13w U o U3V
-+ Ym|ij=k (m—l))((m—l)( m-1 ] 2 1)— - Ymlij=m (m—l))((m—l)( m-1 ] 2 1)
k m

Avecl <k <m
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On compte ensuite dans ngrtn(ﬁ{, w3 U Uy D7)

RN=m
(m—'Z)! sous-déterminants (m_z%g(tm_z)(vm_z; w3 Uy Uy v_{)
m!

Dont chacun est multiplié avec une coordonnée et affecté d'un signe.

m! ; . — — —>»
?sous-determmants g%t (v3;v5;v7)

1<k
3!
Dont chacun est multiplié avec une coordonnée et affecté d'un signe.

m! . .
—7 sous-déterminants lz)>g2t (v3;v7)

1<k<™

2!

Dont chacun est multiplié avec une coordonnée et affecté d'un signe.

m! sous-déterminants s I_l)ff (vy)

1<k<m!

Dont chacun est multiplié avec une coordonnée et affecté d'un signe. %glt (v7) est une des coordonnées

1<k=sm!
de v, et on les compte au nombre de m! dans D)gt (Vm; -3} ... U3; 1), donc en plusieurs exemplaires de
mAm

Rm
chaque et en nombres de chaque inégaux.

5.6d Lignes polymixiales des polymixtes envoiiteurs

Un point de départ peut étre I’envoiteur v; X (v, A v;) comme séquence d’'un polymixte pm  .0On
mpair//m+1
RM+1

aurait pu choisir une autre séquence, mais il faut en choisir une pour montrer le processus de raisonnement
avec les prises d’aspects des envofiteurs. Les vecteurs vs; v,; V; sont libres entre eux et confinés a R™ =

env env
7 — R™M , \ . . . RM
{el;ez; ...;em}. La coordonnée de v;XI(v, Av;) dans (0;——) est égale a la distribution de —— sur
env env
RM RM

I'ensemble des sous-déterminants 3 colonnes et 3 lignes que I'on peut former dans la matrice

m!
(m-3)!3!

3I\X/I (v3;v,; v7) des coordonnées de v3; U,; 7; dans R™, le tout multiplié par une constante a dépendant de
m

la configuration spatiale du repére (O;e,,;..;e;;e;) dans lequel on donne les coordonnées de
—_— —_— —>
{(Vms 3 V25 V1 }

env
. R™
+ |v3(v2 A v1)| :
—_—
env
Rm
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a.Det(V3;75; V7). By + a.Det(Vz; V3 7). E5 + -+ + a. Det (v3; V5, 7).E  m
3X3 3X3 G
1 2 ml m=
=33

5.6e Construction du Polymixte envoliteur m pair dans R™*! par lignes polymixiales

env
12z . . O . A m+1
Considérons maintenant un polymixte défini dans R™*! pour m pair. Son vecteur envoliteur est BT

env

r(m+1)
qui occupe virtuellement tout I'espace { e, }m U e’(41). Le vecteur e’ ;) est orthogonal a tous les
vecteurs de { e, }m. Le module de la séquence 73X (v, A7) est le méme dans { e, ym Ue’(;,41) et dans

— . ’ —_— — — ’ . . — .
{ e, Jm, puisque les coordonnées de v3;v,; vy portées par la dimension e’(;1) sont nulles, ces trois
vecteurs étant confinés a { e, }m.

P = ® (T A (T A(BR@GATD)) )
mpair//m+1
RMt1
oty

= ("m0 ® (T A - (T A (5 8 @ AT))) ) ) 2

R(m+1)

On décompose le polymixte envoiiteur en lignes de produits de coordonnées aboutissant chacune a un

vecteur E 1sp M- Lidée est de montrer qu'il existe suffisamment de lignes polymixiales pour
“F=(m-3)!3!
env
R(m+1)

reconstituer a. Det (Vpy; ...; U3; V7).
mXm

i env
RMpair R(M+1)

—
pm =

mpair//m+1
RM+1

€ N (Vm-Dligner iy B (- B(Vai,- €, A Det (V33023 01). Ey ).))
1

!
a.e (m+1) (vmlim

&

+

B A (Vim-Dlignsy Frimy, B (B, &, A Det (7575 9). By ).-)
2

™

a-e’(m+1) (vm|im

+..+
a-e’(m+1) (vm|i /\(U(m Dlign-1* el(m 1 .( .(U4-|l el A Det (v3'v2:vl) E( m') ) )))
m—3)!3!
ml
(m-3)!3!

e’ (m+1) =1. €' (my1)étant orthogonal a tous les vecteurs { €; }m n’a pas d’indice variable
On réécrit :

—_—
pm =

mpair//m+1
Rm+1
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(@ V)i Vm—1) i1y V4lig- %%t(v_é: v2;71))-€' meny® (e, A (e, H(.H(e, AE;)..)))

1
+
(@ Vi), Vm=1) iy Valig" Q;(?éf(v_s); V25 01))-€' many® (e, A (e, H(.K(e, AE;)..)))
2
+..+
(@ Vi, Vim=1)ligmon)---Valis: DL (V3;v2; V1)) €' me® (e, A( el(m_l)("'(e—l;/\E( m. )--)))
m-3)!3!
m!

(m—3)!3!

m! . . — — —> R(emTEi)

Ces 7-—55; lignes peuvent reconstituer a. Det (¥ ..; Vz; V7). 75—
remin)

En effet, et c’est I'argument de la démonstration : elles ne sont qu'un sous-ensemble des m™ lignes
« polymixiales » que l'on peut construire si les indices i; sont chacun libre de prendre toutes les

valeurs {0; 1;...; m}, y compris avec répétitions.

Dans le déterminant ordinaire il n’y a que m! < m'™ lignes polymixiales et les i; ne sont pas chacun libre
de prendre toutes les valeurs {0 ; 1; ...; m}, comme on le verra par la suite.

env env env
. 1
Chacune peut alors selon le choix du penseur prendre la valeur 0. R 1. B oy — 1, RTED
env env env
r(m+1) Rr(m+1) r(m+1)
G e s
; _ _ R
e'min™ | e, A ( el(m_l)(... (el4 AE;) )) =(0oulou—1).
env
Rr(m+1)

env
- — = (m+1)
e'm+n) X <elm A ( el(m_l)(... X(e, AE;) ))) =Ooulou—1).:2
env
r(m+1)

env
e'mi)™ [ e, A €1y X ( (e_l;A E m > > = (0 ou1ou—1). (22
(m-3)!3! env
Rr(m+1)

Une ligne polymixiale est, selon le modéle ci-dessus, une des combinaisons possibles des vecteurs
— ,—’ —_
{e, Jm U e’ (;41) avec un vecteur E,.

Finalement on retrouvera :

—

pm . =
mpair//m+1 (Vs --sv2;07)mD

RMH1 miivzivp) conf{erses;...em}

s Eman-|c05((0:8), &) -|sin((0;87),)| - |sin((0; 27 €2), 23|

. oy

. |sin((0; 75855 .. Em—1), Em)|. Det (T o3 V35 07) T
mXm

Rm+1

env
R(m+1)
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¥,,,, = 11 caractérise I'orientation directe ou indirecte du produit vectoriel dans I'espace R(m+1)impair

—_—
§n+1 = L1 caractérise relativement a un choix pour ¢, , I'orientation du repere (0; €1 . ems e’m+1)

On a l'unique déterminant Det (Vp,; ...; V2; V1) = Det (U ...} V2; V1) car (Up,; ...; U5; V1) sont confinés a
mXm mXm
RmM+1 RM

R™ ={ej;e;;...;enm}.

5.6f Construction du Polymixte envo{iteur m impair dans R™ par lignes polymixiales

Et maintenant un polymixte défini dans R™ pour m impair, en conservant I'exemple de la distribution de

env
m
— sur l'ensemble des déterminants 3 colonnes et 3 lignes que l'on peut former dans la matrice
env
RrM
3% (v3;v5; V1) des coordonnées de v3; v5; v, dans R™ . Lidée est de montrer qu'il existe suffisamment de
m
. env
lignes polymixiales pour reconstituer a. Det (v,; ...; V3; V7). 72—
mXm |—>|
. . env
Rm impair RM
—_—
pm =, ((174’ A (75 (v_z’/\v_l’))) ")
mimpair//m
Rm
—_—
env
= (v, X (... (v4 A (V3 ® (U A vl))) )
|env
RM

On décompose le polymixte en lignes de produits de coordonnées aboutissant chacune a un vecteur
!

o
1SP<G 3y

pm =
mimpair//m
RM

- V)i €1y (V1) iy Cogmegy N (- B(Vai,- €, A Det (V33023 01). Ey ) .))
1
+

a. vm|im-a;(v(m—1)|i(m_1) €lim—-1) A (. .(v4|14 Ly /\ls)fg(’_];j;j?)f?z)))
2

+.+

aVmji, el X(vim- Dligm—1* Clamoy (R (vyy, - el A Det (v3;v3; v7). E(m"g)w)m))
ml

(m—3)!3!

Qu’on réécrit :
—_—
pm =
mpair//(m+1)
Rm+1
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a. (Vm|im-U(m—1)|i(m_1).----U4-|i4)-%‘5315(17_3): Vy; 771)))-%) ( Cutmny N ( (6’_14) NEy ) ))
1

+
@ (Vmlin Vim=1)lign—q).Valis)" %‘g(v_s); V2 V1))- €y, ( Cim-1) (X, AE;) ))
2
+..+

A (Vm|ip: Vm—1)|igm_1).-Valiy)- D€t (v3;v2;v1))-e,, gy N | €, AE_m
3X3 (m=3)13!
mi
(m-3)!3!

m! . . eny
Ces o lignes peuvent reconstituer a. T%%L;l (Vs oor; Vg V7). 72—

Rmimpair R

En effet, et c’est 'argument de la démonstration : elles ne sont qu'un sous-ensemble des m™ lignes
« polymixiales » que l'on peut construire si les indices i; sont chacun libre de prendre toutes les

valeurs {0; 1;...; m}, y compris avec répétitions.

Dans le déterminant ordinaire il n’y a que m! < m'™ lignes polymixiales et les i; ne sont pas chacun libre
de prendre toutes les valeurs {0 ; 1; ...; m}, comme on le verra par la suite.

eny eny enyv
. m m m

Chacune peut alors selon le choix du penseur prendre la valeur 0.—%— ou 1.-£%— ou — &
|env| |env|
RM RM

—
|env
RrRM

A(-B(E AT ) ) = (Ooutou—1). .22

|env
RM

e, (el(m_l)

— eny
A(-B(@ AT ) ) = 0 outou—1). £

|3TL1]|
RM

e, ( €1im_1)

. enp
e X el(m_l)/\<...<e_l4’/\E m! )) =(0oulou—1). £~

(m-3)!3! |env
RM

Finalement on retrouvera :

—

_pm . =
mimpair//m (Vm;-sV2;07)mD
R™M (Um;..svz;v1)conf{e;ez;....em}

U e |c5((05, 87) | [sin( (03 @), 3| [sin((0; &7 2), 5|

env
« |sin((0;ef; €55 ..s €m1), €p)|. Det (Vy; ... ; V25 07)
mXm N
m
R eny
¥, = t1 caractérise l'orientation directe ou indirecte du produit vectoriel dans I'espace R™ P4t
€, = T1 caractérise relativement a un choix pour s, I'orientation du repére (0; e5; ...; €x,)

C’est la méme formule que pour m pair.
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5.6g formule générale du polymixte envoiteur pm
m//n
Rnimpair
On montre ensuite que les lignes polymixiales restent en méme nombre dans {e, }m U { e'p }(n —-m),

parce chaque vecteur de { Z,) }(n — m) est orthogonal a chacun des autres vecteurs de { e, }m U { e_’p’ }(n —
m).

Ce qui fait qu’on a une formule générale du polymixte envoliteur pm qui est défini dans un espace de

m//n
RN impair
dimension impaire, et qui est non nul pour mesurer un objet mD :
—
env .
— o . — o RN impair
pm = a. Det (V,; ...; V33 V7).
m//nzm (Vi -V2;07)mD m)flm
R1impair (Vp;..;V2;07)conf{ey;ez;....em} te Rn‘%ﬁ}fair

Avec:
aréduit = ,.£,.|sin((0; &), &)| . Isin((0; &; &), &)| ... |sin((0; &3 &; s Em—1), &m) |

a complet =, .,.|cos((0;€),&)|. |sin((0; &), &) |- Isin((0; & €3), €3)| ... |sin((0; €3 €3 ... ; €m—1), €m) |

_— B E— 5> N ——
1 070 2o . ! 1 0720 20 . . ! ! 7 0 0 o . . ! . ! !
.|sm ((0, €1, €3} .} €m), € m+1>|.|sm ((0, €1, €} .} Bm € m+1) e m+2)| ....|sm ((0, €15 €25 3 €ms €' ma1 e € n—1): e n)|

¥, = 1ou — 1 caractérise I'orientation directe ou indirecte du produit vectoriel dans I'espace R™ ""P%"

€, = 1ou—1 caractérise relativement au choix fait pour {, l'orientation directoide ou indirectoide du
R —_

\ —_— -_— !
repere (0; eq; ...;em; €' me1; 3 €'n)

5.6h Reconstitution d’'un déterminant m pair X m pair par toutes ses lignes polymixiales

On aurait pu faire le méme raisonnement sur un polymixte m pair en le fondant sur les coordonnées de v;

env env
RM pair . . i . RM pair , , .
dans (0; ) qui donne la distribution de sur 'ensemble des m! déterminants 1 colonne et 1
env env
RM pair RM pair

ligne que I'on peut former dans la matrice A)él (U - V2; V1) Lle tout multiplié par la constante a qui
mAxm

caractérise la configuration spatiale du repere (O;Ef; s € e’m+1).0n donne dans ce repere les

7 vund
coordonnées de vy :
—_—
env

Rmpair

ol —— =

—
env

RmMpair

—

a. ll);(elt(v—l’).El +a. ll)flt(v—l’).Ez + -+ a.l?)glt(v—l’).Em! = a.vq1. By + a.vyp. By + -+ a. V. Epy

1 2 m!
Les lignes polymixiales étant alors au nombre de m! :
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—
env

(---@Am.)))=<o oL ou— 1), AW

env
Rr(m+1)

m

e’(m_l_l) <el N ( el(m—l)

—
nv

e
e’ (m+1)X (m’ A ( el(m_l)(... X(e, AE,) ))) = (0 ou 1 ou —1). (R

env
r(m+1)

s
env

Y B — — = (m+1)
e'm+)™X <elm A ( el(m_l)(... (e12 ANEn) ))) = (0oulou—1) &K

env
r(m+1)

On voit alors pour chaque jeu de valeurs formé par les indices i; < i; < i, la possibilité de reconstituer
a. Det (Vy;..;v507):
mXm

RM pair

Ty
— —_— — m
a.Det(v,; ...; vy; vl).R— =
mXm
RMpair env
R(m+1)
R
a. (leim. U(m_1)|i(m_1).....172|i2. v1|i1)' (0 oulou-— 1) Tl
env
r(m+1)
+
R
a. (Umlim. U(m_1)|i(m_1).....'l72|i2. v1|i1)' (0 oulou— 1) Tl
env
r(m+1)
+..+
R
a. (Umlim. U(m_1)|i(m_1).....'l72|i2. v1|i1)' (0 oulou-— 1) Tl
env
r(m+1)

e’ (m+1) =1. €' (1) étant orthogonal a tous les vecteurs { e, }m n’a pas d’indice variable.

5.6i Reconstitution d'un déterminant m impair X m impair par toutes ses lignes polymixiales

On aurait pu faire le méme raisonnement sur un polymixte envoliteur m impair en le fondant sur les

env env
RM impair RmM impair

coordonnées de v; dans (0; ) qui donne la distribution de sur I'ensemble des m!
env

RmMimpair

env
RM impair

déterminants 1 colonne et 1 ligne que I'on peut former dans la matrice 1)121 (Vs -3 U2; V1) le tout multiplié
mAxm

par la constante a qui caractérise la configuration spatiale du repére (O ;e; ;... ;€,). On donne dans ce
repére les coordonnées de vy :
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env
Rmimpair

+|1o7]| =

env
Rm impair

a. %(glt(v_{).El + a. %(glt(v_{).Ez + a.l_l);(elt(v_f).Em! = a.vy1.E1 + a.vy3.E; + -+ @. V. By
1 2 m!

Les lignes polymixiales étant alors au nombre de m! :

env
RmM impair

e (el(m_l) A ( (e_l;/\E)) )) =Ooulou-—1).

—
env
RmM impair

env
SN ., = RM impair
e, (el(m_l) A (el2 ANEy) )) =Ooulou—1).7—

env
RM impair

env

_ ., = RmMimpair
e, (el(m_l) A (. (el2 A E ) )) =Ooulou—1)./——
RmeirTrLLZair

On voit alors pour chaque jeu de valeurs formé par les indices i; < i; < i,, la possibilité de reconstituer
a. Det (v,;..;vyv)):
mXm

Rm impair

—_—
env
. NN Rm impair
a. rg)grtr-l (‘Um; ...;172;171).— =
Rmimpair m
RM impair

env
RmMimpair

a. ('Umll'm. v(m_1)|i(m—1)-"'v2|i2' v1|i1)' (0 oulou— 1)

—
env
RmMimpair

+

env
RM impair

a. (Umlim. v(m_1)|i(m—1)- v2|i2' v1|i1)' (0 oulou-— 1)

—
env
RM impair

+.+

——
env
RM impair

a. (vm|im.v(m_1)|i(m_1). U2|i2'v1|i1)' (0 oulou— 1)

env
RmM impair
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5.7 Mesures absolues d’objets polymixiaux par les normes des polymixtes

La mesure en valeur absolue d’'un objet polymixial mD est donnée par le module de pm . Elle
m//(n impairzm)
Rn
est exprimée en unités segmentées, carrées, cubiques, et dans le cas général « hyper cubiques d’objets
polymixiaux mD» dont les vecteurs ont mémes normes 1 et sont orthogonaux entre eux. Ceci est dii a

I'usage des tables trigonométriques qui ont été établies dans un repere orthonormé.

On rappelle que les opérateurs (s et § caractérisent l'objet formant le repere dans lequel on mesure les
objets formés sur des vecteurs quelconques.

La mesure en valeur absolue d'un objet unidimensionnel dans une base (0;e;) est donnée dans la base

(0;e7) d’'un espace de dimension impaire supérieure ou égale a 1. On a I'unique déterminant 11);(3{: (v7) car
R1

v, estconfiné aR! = {e;}:

pm || = |a].
1//n (0;91)1D
gnimpairz1  (vy)conf{ey’}

ber D)

R1

Avec, tous les vecteurs étant orthogonaux entre eux :

@ =, & |cos(©@:2D. )| |sin (08,7 )| [sin (0:75:¢7). €73

|5in ((0; e;;e'y; e’3) , e’4>| |sin((0; e;e'yes .. e’(n_l)) e’y )|
=y,.&,
Soit:
m = Det (v,
P gy B OD
R

gnimpairz1  (vq)conf{e;}

Qui est un multiple d’objet segment de valeur 1

La mesure en valeur absolue d’un objet bidimensionnel dans une base (0; e;; e;) est donnée dans la base
—_— —
(0; e, ez €3 s e’n) d’un espace de dimension impaire supérieure ou égale a 3. On al'unique déterminant
12);(3% (v5; V1) car v, et v; sont confinés a R? = {ej;e,}:
RZ
I pm | = |al.
2//n (0;v1;v7)2D
Rnimpair>2  (v{vz)conf{es;e;}

Det(vy; v,
sz( 23 V1)

R2

Avec les orthogonalités partielles :

@ = b, &,.|cos((0;), &) sin((0:8), &) sin (052, 5 )|

. L= ==\ o . = Y A ’
sin|(0;eg;epe3),e4)|....|sin((0;e5ex€'3 5 1)), €n)
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=, .&,.|sin((0;e), )|

Soit:

I = |sin((0;e7).25)|.

pm || _=.
2//n (0;v15v7)2D
Rnimpair>2  (v{;v;)conf{ey;ez}

Q)?zt (V2;v1)

R2

Qui est un multiple d’objet carré de valeur 1

La mesure en valeur absolue d'un objet tridimensionnel dans une base (0; e;; e3; e3) est donnée dans la
—_— —_—

base (0; e, €5 €35 € 45 e e’n) d’un espace de dimension impaire supérieure ou égale a 3. On a l'unique

déterminant l3)>e<3§(171; U,; U3) car (V3; U5; v;) sont confinés a R3 = {e]; e,; €3} :

R3

Il = la] .

pm =
3//n (0;v1;v2;03)3D
Rnimpairzs  (v1;vz;v3)conf{er;ez ez}

Det (V35 V35 V1)
R 3

Avec les orthogonalités partielles :

@ =0, &, |cos((0;7),5)| Jsin((0:8), 8| |sin((0:75:5),55)|

sin| (0;eqf;ez;€3),€'4)|....|sin((O;ef;ez5€'5 ;€' o1y ), €' )

=, .£,.|sin((0;e7),e3)|. Isin((0; &5 &3), &3)|

Soit:
p— i el T L T T
I 3//n I (0;v1;v5;v3 )3D | (( 1) 2)|| « 1 2) 3)| 3X3 2 V1)

Rnimpairzs  (v{;vz;v3)conf{es;ez;e3} R®

Qui est un multiple d’objet cubique de valeur 1

La mesure en valeur absolue d’un objet quadridimensionnel dans une base (0;ey;e;; es; e,) est donnée
dans la base (0; e1;€5; €3, €4;€'s; ... e’n) d’un espace de dimension impaire supérieure ou égale 35.0n a
I'unique déterminant Q)ﬁ(v_{; V,; U3; v,) car (vy; U,; U3; U,) sont confinés A R* = {e7; e5;e5; €4} :

R4

— —_— — —>
m = al.|Det(v{;v,;vs; v,
S L e
RN impair>4 U35V R4

(v1;72;73;72)conf{eq;e;;e3;e4}
Avec les orthogonalités partielles on trouve :

a=1,.£&, [cos((0;8)),8))| |sin((0; &), &)|. Isin((0; &1; &), &) |. Isin((0; &1 &3; 3), &)

Soit, avec cos((0;e7),e7) = 1:
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I pm | =
4//n (0:171:172)41)
RTimpair>4 U3;Ug

(V1;v2;v3;v5)conf {eq;e3;e3;e4}

|sin((0;e)),e3)|. Isin((0; &; &3), €3)|. Isin((0; e5; €5 €3), &) Qﬁ@’; Vy; V33 Uy)

R4-

Qui est un multiple d’objet poymixial 4D « hypercubique » de valeur 1

La mesure en valeur absolue d’'un objet pentadimensionnel dans une base (0; e;; e;; e3; €4; €s) est donnée
dans la base (0; €1;€5;€3;€4; €5, €65 ... e'n) d’un espace de dimension impaire supérieure ou égalea 5 .On
al’'unique déterminant Q)gst(v_l’; Vy; U3; Uy Ve) Car (U5; U U3; Us; Us) sont confinés A R® = {e];e5;e3;€5; €2} :

RS

On aboutita:

I pm | =
5//n ( 0;”1:”2;)
RN impairzs V304 Vs,

|sin((0;€),8)|. Isin((0; e5; €3), €3)|. Isin((0; &5; €3; €3), €3) |- Isin((0; 7 &5; €3; €5), €3) | Q%‘(v_’; Vy; V3; Uy Us)

RS

Qui est un multiple d’'unité poymixiale 5D hypercubique de valeur 1

Enfin, de maniere générale, la mesure en valeur absolue d'un objet m dimensionnel dans une base

(0;€1;€5; ...;€y,) est donnée dans la base (0;€7;€5; ...;€m; €' my1; -5 €'n)) d'un espace de dimension

. . 7 s 7 by ) . 7 . —_— — — —_— — —_—

impaire supérieure ou égale a m. On a l'unique déterminant D)gt (V13 Vg5 o5 V) CAT (V4 Vy; . Vy) SONE
mAm

Rm
confinés A R™ = {eg;e5; ...;em} :
m = Det (v{
Pl =, R @D
Rnimpair=1  (vy)conf{es} R
pm e
(m=2)//n (0;v1;V3;... ;Vm)mD

Rrimpairz=m  (V3;03;..;Vm)conf{es;ey;...em}

|| | sin| | 0; rT1 e, |, es ||

s=2 a
a r=s—1
sS=n

Qui est un multiple d’objet poymixial mD hypercubique de valeur 1
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Note : je présente deux formules car je n’ai pas trouvé comment écrire de facon compréhensible Sin((éf), 5;) dans la
formule pour les objets mD.

La validité de la formule suppose la conscience des libertés implicites qu’on a prises pour I'établir, et qui
doivent étre explicites dans sa palinodie.

5.8 Egalité de la norme de la forme analytique du vecteur polymixte envoiteur dans le repére { e, }m
avec la norme de sa forme géométrique et ses mesures locales dans le repére,
pour la géométrie de I'objet polymixial (0; v{;vy; ...; V,,)mD

Ona:
pm [ o=
(m=2)//n (0;v1;v3;... ;vm)mD
Rgrimpairzm  (V1;03;..;0m)conf{es;es;...em}
[1w21]- [ 1251|1931 ... [[oml]- |sin((0; 90), %) |- Isin((0; ¥33 ¥2), v3)| ... |sin((0; 073 05 oo V), V)|
Et:
m =
(m=2)//n (0;v1;v3;... ;vm)mD
gnimpairzm  (V1;03;..;Vm)conf{es;ez;...em}
|sin((0;€),83)|. Isin((0; €75 €7),3)| ... |sin((0; &7; €3; ..; Em—1), &m) - |D>§t (v1; v ---:ﬁ)|
mRmm
Donc:
|sin((0;€),e3)|. Isin((0; €75 €),€3)| ... |sin((0; &7; €3; ..; Em—1), &m) - |D>§t (v1;v2; ---:ﬁ)|
mRmm
(1] |21 (w31 o 1wl [sin (05 0), 3) |- 1sin((0; 013 92), )| . |sin((0; 13 035 v V1), V)|

Pour des vecteurs non nuls, on conclut :

{ e, ym étant famille libre, si {vy; v;; ...; v,_7; v} famille liée, alors :

. R — —_—\ — — — —
sin ((O;vl;vz; ...;vj_l),v]) = 0 et donc n?frtn(vl; Uy s Up) = 0
Rm
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5.9 Vecteur produit mixte d’un objet 3D confiné a R™™P%" dans R™imPair

Le premier polymixte envoliteur est le nombre vectorisé pm = v;. Le second polymixte envoiiteur est le

R1
produit mixte pm = v;X (v, AV;). Le produit mixte en mD est une séquence dans tous les
3//3 3
R3 .
polymixtes pm
m//(n impairzm)
Rn

Si (v1;v,;v;) prennent toutes les valeurs possibles de coordonnées dans R™'™P4"23 on donne ci-
dessous le produit mixte nD vue comme un envoiteur (en le démontrant dans les exemples de
développements) :

13X (v, Av7) =
3 2 ! (0; v1;v3;v3) 3D

—_—— — i i
(Vl U2 V3 )E RM impair=3

Uy b |eos((0:80,2) - |sin((05 ), 85| |sin((0s 53 85), &3)|
|sin((0;e1;e3;€3),€5)|.... [sin((0s e1s ez, €5 s 8nony) € )|
. [<U3|(n—2)- (U2|(n—1)- Viln = V2|n- V1|(n-1) ) — U3|(n-1)- (Uz|(n—z)-171|n — V2in-V1|(n-2) )

+ V3n. (U2|(n—2)-171|(n—1) — V2|(n-1)-V1|(n-2) ))

+(U3|1- (172|2- V113 — V213:-V1)2 ) — V3|2 (U2|1-U1|3 — V213 V11 )

env
Rnimpairz3
+v3)3. (772|1-171|2 — V22- V11 ))]- TR

| env,
RTl mealrz3

Remarquons toutefois qu’il n’y a pas de conditions sur la parité de n > 3 si on ne le présente pas comme
combiné linéairement avec un envoiiteur.

On peut en donner une écriture synthétique dont la coordonnée est programmable informatiquement :

Pour n = 1, les produits vectoriels sont indéfinis car il n'y a pas assez de dimensions dans R!, par
conséquent le produit mixte I'est aussi :

env
e ——— _ s . o Rl _ s oL s
TR AT =y leos((08), ) (indeéfing. R = indéfini
(v15v2;v3 )ERY env
Rnlmpalr23

Note : on conserve la mention de |cos((0 ; e_’),e_l’)| = 1 par desir informatif.
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Pour n impair > 3:

-
— — —
v3X(v; Avp) =
(0; v13v2;v3) 3D
(V1'W7;v3 )€ R impairz3

b, & |eos((0:2),7)| [sin((0:2),3). |sin((0; &5 23), 23|

|sin((0; €15 85 €3),€5)|.... [sin((0; €13 €35 €5 ...; €nny ) €2 )|
n-1| n—-p n W .
Rnlmpalr_

( Z (=D°. (vay2). (V2|p-7’1|(p+k) = V21(p+k)- V1lp ))
p=1]| k=1 =1 oy

i#{p; (p+k)} RN impairz3

\ i €[ p;(p+k)]ec=1 /

i €[ p;(p+i)]ec=2

Note : avec cette formule on prendra soin de réorganiser les termes qui sont ici dans le désordre, pour si on le

ey

- - RM ni 7 - 7 . ’ —_— —_— >

veut distribuer —— sur les ———— déterminants mXm formés sur la matrice des coordonnées de vy, .., V5, V1
env (n—-m)!m!

%]

dans R™.

5.10 Croissance des vecteurs polymixtes dans { e, }m famille libre

On donne le détail des raisonnements pour toutes les configurations d’objets jusqu’am = 4 ;n = 7. Ensuite,
on étudie la croissance de m=5;n=5 jusquUa m=5;n=7, seulement pour un objet
(0;v7; v5;v3; Vs; v5)5D, en appliquant le théoréme qui dit que si 'objet (0;vy; V5; V3; Vs; Vs) est de
dimension inférieure a 5, son polymixte est soit vecteur nul, soit vecteur indéfini.

5.10a Croissance du vecteur polymixte dans {e; }1 U {e’, }(n — 1)

Présentation des acteurs :

v, vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e; } et borné a une norme ||v;||. C’est un vecteur
qui ne peut pas changer d’aspect dans { e; } quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un
vecteur envolteur.

e; vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur R! = { €] } etborné a une norme 1. C’est un vecteur
qui ne peut pas changer d’aspect dans { e;} quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un
vecteur envolteur.

—_— —_—
e', vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur R! = { e’y } et borné a une norme 1, orthogonal a

tout autre vecteur de { e, }1 U {e—’p) }(n — 1). C’est un vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e’z}

quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur envoiiteur.
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e’ vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur R! = { e's } et borné a une norme 1, orthogonal a

tout autre vecteur de { e; }1 U {e_’p) }(n —1). C’est un vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e'3}
quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur envoiteur.

—_— —_—
e', vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur R! = { e's } et borné a une norme 1, orthogonal a

tout autre vecteur de {e, }1 U {e_’p) }(n — 1). C’est un vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e'4}
quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur envoiteur.

—_— —_—
e's vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur R! = { e's } et borné a une norme 1, orthogonal a

tout autre vecteur de { e, }1 U {e—’p) }(n — 1). C'est un vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e’s}

quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur envoiiteur.

env

pm = a. ll))e(lt(v_l’). L) yecteur polymixte envoiiteur d’un objet polymixial 1D formé sur { & } et borné a
1//1 ey
R {er}

une norme ||v; ||. C’est un vecteur qui peut changer d’aspect dans {e; } quand il se compose avec un
vecteur ordinaire.

pm = e', AV, vecteur polymixte ordinaire générant un espace 1D, formé sur {e_l) ;e } et borné a une
1//2
R2

—_— —_—
norme | |e’2 Av] | |. C’est un vecteur qui est soit nul, soit indéfini dans {e_l’ ;e } ou bien n’a qu'un seul

aspectconﬁneaegdans{el;ez;eg}.

pm = e';X (e’z A v_{) vecteur polymixte envoiiteur d'un objet polymixial 1D formé sur {e_{ ;e'yses } et
1//3

R3

e'sX (e’z A v_l’)

quand il se compose avec un vecteur ordinaire.

borné a une norme | |. C'est un vecteur qui peut changer d’aspect dans {e_{;e’z ;e's }

pm=e’4/\e’3(e’2 /\v_{) vecteur polymixte ordinaire générant un espace 1D, formé sur
1//4
R4

e, Ne'3X (e 2 A vl) |. C'est un vecteur qui est soit nul, soit

—-’—I)_I-)—I) ZoN
{el;ez;e3;e4}etborneaunenorme|

— T T . ) ) RSV — T T T T
indéfini dans je; ;e'5;e'5; e’ oubien n’a qu'un seul aspect confiné a e’'s dansj e;;e’,;e's;e'4;€e's

pm = e'5(e’4/\e’3(e'2/\17]’)) vecteur polymixte envoliteur d’'un objet polymixial 1D formé sur
1//5
RS

— T o o o L s A Ao s (ar A ) :
{el ;e e’ e, e 5} et borné a une norme ||e'sX(e'y, Ae 3(9 2 /\vl)) |. C’est un vecteur qui peut

—

—_— —
changer d’aspect dans { e;;e'5;e'5 ey e’5} quand il se compose avec un vecteur ordinaire.

kkk
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Pour cette croissance, on pose que v;est non nul. Si v; est nul alors e’, A v; est indéfini car on ne définit pas
de produit vectoriel avec un vecteur nul (on ne le définit pas par un angle avec un vecteur nul). Par suite

tous les polymixtes a partirde pm = Z{(/\ X)™ ... A vy seraient aussi indéfinis.
1//(n=1
//Ee u )
Ona:

17_1)(U1|1-e_1))00nf{e_1) }
m=1;n=0

[In'y a aucun vecteur e—’p) etaucun vecteur e,. Le polymixte n’est pas défini dans { e, }1 U { e—’p) }(0 -1)=0,
puisque dans cet ensemble il n’existe rien, pas méme le vecteur nul.

pm = indéfini

1£ /0 (0;7)0D

m=1;n=1

Le vecteur v; est confiné a la famille {&; } qui est libre et base de R'. Le repére (0; e;) est 1D. Le vecteur

g — —> —_— . :
e’, est orthogonal a chacun des vecteurs de {e;; 7; } et ¥; estlibre dans une droite. On a alors dans R? une
seule occurrence :

pm est défini comme polymixte envoiiteur d’un objet polymixial 1D formé sur { e; } et borné a une norme
1//1

Rl
I2TH

eny
pm = a.Det(vy). 78,
YL oo X1

vy conf{er}

; areduit = ¢, . &

——
eny
{el}

a complet =, .§,. |cos((0; €, &)|

Note : I’équation du premier des polymixtes semble abrupte et c’est normal, puisque sa formulation provient de

raisonnements sur [’ensemble des polymixtes. On aurait pu commencer aussi en disant que pm est égal a lui-
1//1
R1

méme.

Lorientation de la droite est fixée par I'opérateur a s, = 1 ous; = —1. Lorientation de l'objet (0; e;) est
fixée par 'opérateura§, = 1ou§, =—1.0na cos((O; Ef),_éf) = 1.Siy,. El = 1 la droite et 'objet ont
méme orientation. Si s, . El = —1 la droite et I'objet sont d’orientations contraires.

On choisit E; tel que by €. Ei=¢er:

eny
{ed}

= U,.€ . Det(vy).
©OTP1D txt
Ty conf{e;)

— = — —
pm = U1|1-‘JJ1-§1-E1 =Vi-€1 =0
1//1 —

1 env
{el}
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env
{er}

Sa coordonnée dans le repere (0; ) unidimensionnel occupant virtuellement tout R! avec une norme

env
{e1}
1 est la mesure orientée d’un objet 1D (longueur orientée) dans R!. Le polymixte envoiiteur pm occupe
1//1
R1
virtuellement un objet polymixial 1D avec une norme || pni|| = |vy,|. Pratiquement parlant, il est égal a vy.
1//1

R1

Cet objet est mesuré en multiples d’objet polymixial segment de valeur 1

env
fer}

Note . on n’a pas besoin des considérations suivantes dans [’espace euclidien mais on peut distribuer en

env
{1}
. 1! N = . , N g Agi
une combinaison de om = 1 vecteur envo(teur E; dans la matrice de une coordonnée 11)\{1(171) définies dans
R = {e]}. On retrouve la liberté de choix d’un sens d’orientation du vecteur v; dans un repére (0 ; e; ) de R,
idée premiére et intuitive de la géométrie analytique :

longueur orientée de vy dans (0 ; e7) = vy
m=1;n=2

Le vecteur 7; est confiné a la famille {&; } qui estlibre et base de R'. Le repére (0; e;; e'z) est 2D. Le vecteur

e’, est orthogonal a chacun des vecteurs de {e;; V; } et v; estlibre dans une droite. On a alors dans R? une
seule occurrence :

Il n’y a pas assez de dimensions dans R? pour définir un produit vectoriel de vecteurs non colinéaires qui
. .
serait simultanément orthogonalae’; etav;y .

On ne définit donc pas le polymixte ordinaire :
pm = (6’2 A v_l)) = indéfini

1//2 '51(0;77)
R% Ty conf{e}

(0;91)1D

Note : Plus exactement, [’objet (0 ;e',;v;; pm) ne peut pas étre contenu dans R2. Pour éviter les confusions,
1//2

R2
on n’écrit pas pm = vy, Car iCi vy n’est pas un polymixte mais est une séquence du polymixte pm.
1//1 1//2
R? R?

m=1; n=3

Le vecteur v; est confiné a la famille {e; } qui est libre et base de R'. Le repére (0; e;;e'y; e'3) est 3D. Le

—_ — T — — . .
vecteur e’; est orthogonal a chacun des vecteurs de {el e’y vl} et v, est libre dans une droite. On a

alors dans R3 une seule occurrence :
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T —_— . Y -
Ily a assez de dimensions dans R pour définir la séquence e’, A U; qui forme un vecteur orthogonalae’,

— ’ - — . s N -
et av; .0n conclut donc que la séquence e’, AV; est confinée ae’'; .

On a le repere (O;e_l’;e’z;e’3) tridimensionnel. On choisit librement dans cet espace 3D la valeur

d’opérateur §;, = 1 ou s, = —1 pour y caractériser I'orientation directe ou indirecte du produit vectoriel.

Si une valeur est choisie pour une des deux orientations, la valeur contraire s’applique a I'orientation
contraire.

On choisit la valeur d’opérateur &, pour caractériser I'orientation directoide ou indirectoide du repere 3D
(0; e;; e—'2>; e—’3)) en accord avec la valeur choisie pour ys,. Si I'objet est directoide, alors &; est du signe qu’on
a choisi pour {5, qui caractérise l'orientation directe du produit vectoriel dans I'espace 3D. Si I'objet est
indirectoide, alors &, est du signe contraire a celui qu'on a choisi pour {; qui caractérise l'orientation
directe du produit vectoriel dans 'espace 3D.

On a, avec ((0; e;) ;Z) angle droit :

T ’ — ’ - ' -
e’y Nep = (e'2e1)1.e1 + (e'2e1)2.€'2 + (e'2e1) 3. €'5

= 0.8 +0.€"; + 1. £ |cos((0:80), 7). [sin (0: &) s €75 | . €5

Avec ll)flt(v_l’) = vq1, déterminant d'un vecteur d'une matrice 1 ligne 1 colonne, on écrit donc:

(e’z /\v_{) o= vp(ene) = 0. &, |cos((0; 7). 27))|. |sin ((O;e_l)); e’2)| .Det(vy).e’s
e’3J_(O;171;e’2) 1X1
vy conf{e; }

(0;v1)1D

On allege en symbolisant la constante a dans sa forme compléte avec |sin((0; eg; e’z) , e’3)| =1

a complet = ,.&;. |cos((0;e),€7)|- |sin ((0; e;) ;e—’z))l : |sin((0; eg; e_’z)),e_’g:)|

Note : D)(Z’t (Vs 3 V23 V1) sera toujours le déterminant d’'une matrice carrée m lignes m colonnes de
mAXxXm
coordonnées construites sur { e, }m . De méme Efrtl(e’”; s € (ma1) Vs ooes Vg v_{) sera toujours le déterminant

d’une matrice carrée n lignes n colonnes de coordonnées construites sur{e, ym U{e’, }(n —m). Les deux

déterminants sont reliés par un signe dépendant de l'indice n (voir en annexe « calcul du déterminant nxn »).

L’intérét de noter D)gt avec une baseline est, dans notre étude, de bien distinguer un ensemble de coordonnées
mAXxm

variables parmi un ensemble de valeurs 0 et 1 dessinées en diagonale qui sont invariables :

0.0 O Um|1 1.72|1 l71|1
0..0 O Um|2 1.72|2 l71|2
0..0 O Um|3 U2|3 U1|3
Det (€'y; s € (me1y; Vs 3 Vs V1) = | 0.. 0 0 Vmpm - Vapm  Vam | = TD€t Wpps o5 V25 01)
0..0 1 0 .. 0 0
0..1 0 0 .. 0 0
1 00 0 0
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Et ensuite on donne le polymixte pmi qui est donc un envoiiteur d’'un objet polymixial 1D formé sur R3 =
1//3

R3
{e_{; e ,; e'3}, il occupe toutes les directions de R3, chaque direction ayant 2 sens, et est borné a une

norme:
(o O
— N ey ;elqel
o = el3(elz/\v_1)>:(e’3<e’2/\v_1)))_#
1//3 e'31(0; 77 ;er;
I 5 7755) _env__
(01D {e];eryers}
vy conf{es}
_env__
. J eq;erlqer
1//3 1X1 ===
/ eny__
R {e1;ergers}
Soit:
(5 eTlJ_‘,}
3 . er;elzelzy | A it =
1//3 e'31(0; vy ; ery) env
A _eny__
R (0v)1D {e1;er 2573}

vy conf{e; }
a complet = .. &,. |cos((0;€7), &7)|- |sin ((O;e_l’) ;Z)| : |sin((0;e_1’;e_’2)),e_’3))|

env

, N e1;el giel3 . . .

Sa coordonnée dans le repére (0; 2223 ) ynidimensionnel occupant virtuellement tout R3 avec une
env

{e1;er zer3)

norme 1 est la mesure orientée d’'un objet 1D (longueur orientée) dans R3.C’est en valeur absolue la méme
mesure que dans R?!

Le polymixte envoliteur pmi occupe virtuellement tout R3 avec une norme ||pni|| = |vqj1]- Pratiquement
1//3 1//3
R3 R3

parlant, il envolte I’ objet polymixial 1D de norme |v,);| dans le repére (0 ;e e—’z); e—’3))
Cet objet est mesuré en multiples d’objet polymixial segment de valeur 1.

env
, . P . , . 7. . Lo e el gels
Note : on n’a pas besoin des considérations suivantes dans l’espace euclidien mais on peut distribuer AeLierziers}

env__
{e1;ergers)

en une combinaison de = 3 vecteurs envolteurs E,, = { Ey; Ey; E3} dans la matrice des coordonnées

3!
(B-1'1!
11;213(17_1’) définies dans R3. On identifie dans cette matrice (en supprimant chaque fois une des 3 lignes de

coordonnées) 3 déterminants ?)gf(v_f) de 1 colonne et 1 ligne, sur lesquels on peut greffer {Fl), Ez)i Eg} comme

—_ —
des vecteurs envotiteurs formés des combinaisons linéaires que [’on veut dans {e_l'; e'z;e'3} lorsqu’ils se
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composent avec un des vecteurs de{e_{; e'y; e’3}. Mais comme v, ,=v,3=0, puisque v; est confiné a ey, il n'’y a

qu’'une seule partie pouvant ne pas étre vide (ou nulle), et on a donc

env
= _{e1iergers} -\ F To+0 Eo
?)%t(%)- ?)%t(vﬂ-]i +0.E,+0. E3
n
{e1;erzser3}
Soit :
pm = :U1|1-¢3-§3-E1

1//3 e'31(0;v7; er3)
3
R (0;%7)1D
vy conf{es}

Si on fixe s,.&,.E; = e on retrouve la liberté de choix d’un sens d’orientation du vecteur v; dans un repere
(0; e/)deR?.

m=1; n=4

Le vecteur v; est confiné a la famille {e7 } qui est libre et base de R®. Le repére (0; e ;e e's; e’4) est 4D.

—_— —_ —
Le vecteur e’, est orthogonal a chacun des vecteurs de {e_l’ ;e e’ ) } et v, estlibre dans une droite. On
a alors dans R* une seule occurrence :

Il n'y a pas assez de dimensions dans R* pour définir un produit vectoriel de vecteurs non liés qui serait
simultanément orthogonal a e’,eta tous les vecteurs de R® bornés par une méme norme

|| '3 (e_’z) A v_l’) || puisque la séquence e';X (e_’; A 17{) est vecteur envoliteur d'un objet polymixial 3D

f 4 =, ! _I)
ormésurje;; e ezt

On ne définit donc pas le polymixte ordinaire :

pm = ey N (e'sX e’y AV ) = indéfini
1//44 e’ 4 1(0;v1 ser55e73)
R (0;77)1D

vy conf{es }

Note : en effet, pm doit étre orthogonal a chacun des vecteurs de la base{'éf ; _e’_z);e’—g,;)a}. Dans R*, tout
1//4
i
vecteur orthogonal a un des vecteurs de cette famille ne peut pas étre orthogonal a chaque vecteur de cette famille,
pmi ne peut donc pas étre défini dans R*, méme si R* était formé sur une base quelconque.
1//4
!
On a I’analogie dans R? base quelconque : il est impossible de situer dans R? un vecteur orthogonal aux deux
vecteurs de base de R?, mais il est possible de le situer dans R3 base quelconque.
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m=1; n=5

Le vecteur v, est confiné a la famille {e; } qui est libre et base de R®. Le repére (0; e;;e'ye's ey e’5) est

—_— — g — — .
5D. Le vecteur e’ est orthogonal a chacun des vecteurs de {6’1 ;e e's e v, } et v; est libre dans une

droite. On a alors dans R® une seule occurrence :

- 7 - — .
Iy a assez de dimensions dans R® pour définir la séquence e’, A (e’3X (e’z A v1>) qui forme un vecteur

_— —_ —
orthogonal a €, et A tous les vecteurs de R3 bornés par une méme norme || e';X (e’z A v_1’> || puisque la

- - — A . P 3 —
séquence e’ (e’z A vl) est envolteur d'un objet polymixial 3D formé sur{ e;; e o e'3}. On conclut donc

e RN SN —
que la séquence e, A (e’3X (e’z A v_l’)) est confinéeae's .

On a le repére (O ; e;; €' 2;6_'?:; a; e's) pentadimensionnel. On choisit librement dans cet espace 5D la
valeur d’opérateur {; = 1 ou sy = —1 pour y caractériser l'orientation directe ou indirecte du produit

vectoriel . Si une valeur est choisie pour une des deux orientations, la valeur contraire s’applique a
'orientation contraire.

On choisit la valeur d’opérateur & pour caractériser I'orientation directoide ou indirectoide de l'objet
(0; e;; eT;; e—’3); a; e—’g,)) Si T'objet est directoide, alors §; est du signe qu'on a choisi pour ¥, qui
caracteérise I'orientation directe du produit vectoriel dans I'espace 5D. Sil'objet est indirectoide, alors & est
du signe contraire a celui qu’on a choisi pour {5, qui caractérise l'orientation directe du produit vectoriel
dans I’espace 5D.

On a la séquence :

-
N v ] T
64/\ 8’3 6'2/\171 =
e'sL(O:ﬂielziG’ye’z})
(0;v)1D
vy'conf{el}

—
env__

. —_—\ — e — er;elqe’
= b £, Jeos(0:20, )| [sin (020 %) sin((0:75:2%). )| - Der ). @ 1 e 2
env__
e1;elze’s
Avec:
—_—
env__
- _{Eieets) Y
by (€g Ay = +1.e,
env__

S ol _p!
ej;e ;e 3}

On pose alors que :

—_—
(& eser)
— erse'ze’s

by by (€74 N =

—_—
env

5. ! !

ep;e e 3}
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Ug. &5 [sin((0: 27 €5 €5), €| |sin((0: &7 e €' €'y €'5)| - €75

On allége en symbolisant la constante a dans sa forme complete :

a complet = .£. |cos((0; ), &7)|- |sin ((0; e_l’),e—’2))| : |sin ((0; er; e—’z)),e—’3))|
. |sin((0; eg;e'y; e'3) , e'4,)| . |Sin((0; e e’y e's; e’4) , e'5)|

Par suite :

e’4/\(e’3<e’2 /\17{)) - = a.ll))e(lt(v_l’).e’S
e’sl(O;ﬁ;e'z;e’3;e’4)
(0;v)1D

vy conf{er}

Et ensuite on donne le polymixte envo{iteur pm qui est donc un envoiteur d'un objet polymixial 1D formé
1//5

RS
sur R® = {e_{; e g e's; ey e's}, il occupe toutes les directions de R®, chaque direction ayant 2 sens, et
est borné a une norme :

?rré - = e’s(e’4/\(e’3<e’2 /\17{)))
2/5 elsJ_(O;V_l);elz;e’:;;e’[l_)
(0;v)1D

vy conf{er}

_
(& _,9_71}7*,_6}
e T — eq;elgels; el gel
pm = [a.Det(vl).e’se’5]. vz 43
1//5 57 (05 siaiar - X1
e’ s 1(0;v; jerg;ersery)
(0:57)1D {e1;erers ergers}

vy conf{e;}
Donc:

_—
., __ew
{ef;erjers; ergers}

pm = a. %ﬂ:(v—l’). s aréduit =Y. &
IS o5 107 ersiersiens)
R (0;97)1D {el;erz 1358145875}

vy conf{er}

a complet = . & |cos((0; 7). &7)|- |sin ((0; e;), e—’2))| : |sin ((0; @i e—’z)),e—’3,>)|

. = o o . oo o o o
.[sin(| O;eq;e'5;e'3),e' ). |sin((0;eg;e'5;e'5;e'4),e’s)

. _.en__
e1;elg;elz; el gels

Sa coordonnée dans le repere (0; { ) ) unidimensionnel occupant virtuellement tout R® avec

{e1:erzier3; el 4iels)

une norme 1 est la mesure orientée d’un objet 1D (longueur orientée) dans R®.C’est en valeur absolue la

méme mesure que dans R3, R®. Le polymixte envofiiteur pm occupe virtuellement tout R® avec une norme
1//5
RS
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|lpmi]|| = |vy)1]- Pratiquement parlant, il envolte I'objet polymixial 1D de norme |v,);| dans le repeére
1//5

RS

(025 € s € uiels)
Cet objet est mesuré en multiples d’objet polymixial segment de valeur 1.

Conclusionpourm =1; n > 1et(0;v{)1D

On poursuit :

m =e's A(e'sX(e', A (e—; (e_z’ A v—l’)))) = indéfini

RO

—_—

e |
{el;ergers; eryers; ergers}

P = &, B( g A (TR A 38 (7 A T7) ) = a.Det (7).
1//7 1X1

R7 env

L __enw_
{e1;ergsers; ery;ers; erger;}

Et ainsi de suite un objet défini dans la croissance des n impairs.

On peut donc conclure pour v; # 0 et pour des polymixtes définis sur des objets 1D :

pm = indéfini
1//(npair>1) (0;v1)1D
R rconf{e)
eny
pm = a.Det(vy) .—— ; aréduit = {_.&
1//(nimpair 21)  (0;97)1D X1 1 onv n*Sn
R vy conf (&) i
a complet =

oy = ] =N o . = o o . o oo, o o\ o
¢n.§n.|cos((0, el),el)|. sin((0;ep), e’y |- |sin((0;eg;e'y),e'3)| ... |sin((O;eg; e’ e's;5 .5 n1),e'n)

5.10b Croissance du vecteur polymixte dans {e; }2U{e’, }(n — 2)

Présentation des acteurs :

v, vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur {e; ;e, } et borné a une norme ||v7]|. C'est un
vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e ; e; } quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire
ou un vecteur envolteur.

v, vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur {e; ;e, } et borné a une norme ||v;]|. C’est un
vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans {e;;e, } quand il se compose avec un autre vecteur
ordinaire ou un vecteur envofiteur.
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e, vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e; } et borné a une norme 1. C’est un vecteur qui
ne peut pas changer d’aspect dans { e;} quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur
envouteur.

e, vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e, } et borné a une norme 1. C’est un vecteur qui
ne peut pas changer d’aspect dans { e;} quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur
envolteur.

e's vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e's } et borné a une norme 1, orthogonal a tout

— -0 . —_—
autrevecteurde{ e, }2 U { e’y }(n — 2). C’estun vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e'3} quand
il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur envoiteur.

e', vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e's } et borné a une norme 1, orthogonal a tout

autre vecteurde { e, }2U { e'p ](n — 2). C’estun vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e'4} quand
il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur envoiteur.

—_— —_—
e's vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e's } et borné a une norme 1, orthogonal a tout

autre vecteurde{e, }2U { e'p ](n — 2). C’estun vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e'5} quand
il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur envoiteur.

pm = v, A U] vecteur polymixte ordinaire générant un espace 1D, formé sur {e; ;e, } et borné a une
2//2

R2
norme ||v; A7y ||. C'est un vecteur qui est soit nul, soit indéfini dans { e; ; e, } ou bien n’a qu’un seul aspect

SN — = T
confiné a e’; dans{el ;€5 €3 }

pm = e'3X (v, A v7) vecteur polymixte envoliteur d'un objet polymixial 2D formé sur {e_f;e_z);e’3} et
2//3
R3

[—
borné a une norme | ‘e’3 X (v, Avy)

|. C’'est un vecteur qui peut changer d’aspect dans { e;;e;;e's } quand

il se compose avec un vecteur ordinaire.

p/r/n = e’y A e'3X (v, A V7)) vecteur polymixte ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e ;e;;e'5;¢€e', }
2//4
R4

—_ —_—
et borné a une norme ||e'y, Ae's®(v; AV7) ||. C'est un vecteur qui est soit nul, soit indéfini dans

—_— —_ —_— s —
— — 7 7 . ) f SN} —_— = ’ [ !
{el;ez;e3;e4}oublennaquunseulaspectconfmeae5dans{el;e2;e3;e4;e5}

g)/_/ng=e’5(e’4/\e’3(v_2’/\v_f)) vecteur polymixte envoliteur d’'un objet polymixial 2D formé sur
RS

e'sX(e'y Ae'3X¥ (v, AT7)) ||. Clest un vecteur qui peut

—_— — ——
— = ] r r 40
{el ;ep:e'5e' e 5} et borné a une norme |
) — T o - o
changer d’aspectdans { e; ; €5 ;e'3;e's; e’'s ¢ quand il se compose avec un vecteur ordinaire.

kksk
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Pour cette croissance, on pose que chacun des vecteurs de la famille { v;; v;} est non nul. Si I'un de ces
vecteurs est nul alors v, A 77 est indéfini car on ne définit pas de produit vectoriel avec un vecteur nul (on
ne le définit pas par un angle avec un vecteur nul).

Par suite tous les polymixtes a partir de 2/%_’m N = e, (AR)" ...e’; (T, A ;) seraient aussi indéfinis.
nz
Rn

Ona:

U_1)(171|1-e_1) + v1|2.e_2’)conf{e_1’;e_2’ }
77_2)(172|1-e_1) + v2|2.e_2))conf{ e;;e; }

m=2;n=0

Il n'y a aucun vecteur e_’z; etaucun vecteur e,. Le polymixte n’est pas défini dans { e, }2 U { e_’p) }(O -2)=0,
puisque dans cet ensemble il n’existe rien, pas méme le vecteur nul.

pm = indéfini
2/10 (0;57; 53)0D
RO
m=2;n=1
Les vecteurs vy, 7, sont confinés a la famille {e; ; e;} qui est liée et génére R. [l n'y a aucun vecteur e’, et vy

et v, sont alors obligatoirement liés dans une droite. Il n’existe pas suffisamment de dimensions dans
R! pour définir un vecteur nul orthogonal a 7; et 4 v,. Le polymixte ordinaire est donc indéfini :

pm = v, A Uy = indéfini
2//1 {vz viYconf{ei;e;}
Rt (0;77; 72)1D

Conclusion

On conclut que si 'objet (0; 77 ; v, ) est de dimension égale a 1, pmi n’est pas défini . Les vecteurs
1,02
2//1
R1
ordinaires v; et v, sont liés.
% %k %k

m=2;n=2

Les vecteurs vy, U, sont confinés a la famille {e; ; e;} qui est libre et base de R2. Il n'y a aucun vecteur
- _— — . 7 .
e’, et v;,v, sontlibres dans un plan ou liés dans une droite. On a alors dans R? deux occurrences :

1) Si (0;v5; v3)1D, v, forme un angle plat avec l'objet (0;7;) réduit au vecteur vy, il y a assez de
dimensions dans R? pour définir un produit vectoriel de vecteurs colinéaires qui serait simultanément
orthogonal 3 V5 et a v, . Le polymixte ordinaire est donc défini :

— — — =

pm - 172 A 171 - 0

2//2 {vz vitconf{ersez}
R? (0;v7;v3)1D

Note : v, est dans le méme espace de dimension 1 que v; par I’angle plat qu’il forme avec tous les vecteurs de
l'objet (0;v7). v, et vy sont définis classiquement comme liés. Plus généralement, on pose que si v, est dans
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le méme espace que [envoiiteur € d'un espace R™ ={ej;e;;....;e,}alors on a la séquence:
v, A€ = 0.

{v2 €}conflel;es;...;en}
(0;€; v)nD

Conclusion

On conclut que si 'objet (0; V7 ; v, ) est de dimension égale a 1,pm est défini nul . Les vecteurs ordinaires
2//2
R2
v, etv, sontliés.

%k %k k
2) Si (0; vy; v3)2D, v, forme un angle non nul avec 'objet (0;v;) réduit au vecteur v;, il n'y a pas assez

de dimensions dans R? pour définir un produit vectoriel de vecteurs non colinéaires qui serait
simultanément orthogonal a v; et 4 ¥,. Le polymixte ordinaire est donc indéfini :

m= v, AV = indéfini
2 1 — —_—
2//2 {vz viiconf{es;e;}
R2 (0;v1;v2)2D

Note : v, s’éléve donc au-dessus de [’objet (O ;) (ou inversement vy s ’éléve au-dessus de [’objet (O ;7v3)) .
Cette élévation actualise un espace de dimension supérieure. La propriété géométrique de ’élévation, qui image
aussi la propriété de déterminant nul pour des vecteurs liés ou non nul pour des vecteurs libres, est que le vecteur
qui s 'éléve au-dessus de [’objet ne peut pas former d’angle plat avec un vecteur combinaison linéaire des vecteurs
de l’objet.

Conclusion

On conclut que si I'objet (0; v ; v, ) est de dimension égale a 2, pm est indéfini par manque de
2//2
RZ
dimensions. Les vecteurs ordinaires v; etv, sont libres.

* k%

m=2;n=3

Le repére (0; e;;ey; a) est 3D. L'objet (0;v7; V5 ; e—’3)) est 3D ou 2D. Le vecteur e—’3) est orthogonal a tous
les vecteurs formés par combinaisons linéaires sur {e; ; e;} et n’est pas dans I'espace de I'objet (0;v; ;v5 ).

- —_— =7
Le vecteur ordinaire e’; et le vecteur ordinaire ¥, A 7; sont liés entre eux. On a alors dans R3 deux
occurrences :

Note : v, A vy n'’est pas formé par combinaisons linéaires sur {e; ; e;}. Il en va de méme pour tous les produits
vectoriels de vecteurs appartenant & une famille.

1) Si l'objet (0;v; ; v, ) est 1D alors l'objet (0;17_1’;17_2);6—’3)) est 2D.Ona concluenm =2; n =2 que la
séquence U, A v, estindéfinie. Par suite le polymixte envoliteur construit avec un vecteur nul est indéfini :

pm =_ e'sM(,; A vy) | = e'3X0 = indéfini
2//3 (09775 ¢"3)2D
R3

(v1;v2 )conf{ ey ;ez}
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Conclusion

—_— — T . . 3 N — )
On conclut que si l'objet (0; Vi3 Vy; e’3) est de dimension égale a 2, pm n’est pas défini . Le vecteur
2//3
R3
. . _,) . . — — = .z
ordinaire e’ et le vecteur ordinaire v, A v; = 0 sontliés entre eux.

* k¥

2) Sil'objet (0; v ; v, ) est 2D alors 'objet (O;v_l’;v_z’;e—’é) est3D.Onaconcluenm =2; n=2quela
séquence U, A v; est indéfinie par manque de dimensions. Cependant il y a assez de dimensions dans R3
pour définir la séquence v, A v; qui forme un produit vectoriel de vecteurs non colinéaires qui sont

simultanément orthogonal a v; et a v,. On conclut donc que la séquence v, A v; estnon nulle et confinée
ae's.
On a le repere (O;el ;€55 e 3) tridimensionnel. On choisit librement dans cet espace 3D la valeur

d’opérateur ¢, = 1 ou §s; = —1 pour y caractériser l'orientation directe ou indirecte du produit vectoriel.
Si une valeur est choisie pour une des deux orientations, la valeur contraire s’applique a 'orientation
contraire.

On choisit la valeur d’opérateur &; pour caractériser l'orientation directoide ou indirectoide du repere 3D
(0; e;;ey; e’3) en accord avec la valeur choisie pour U, Si I'objet est directoide, alors §; est du signe qu'on

a choisi pour {5, qui caractérise l'orientation directe du produit vectoriel dans I'espace 3D. Si 'objet est
indirectoide, alors §; est du signe contraire a celui qu'on a choisi pour {, qui caractérise I'orientation
directe du produit vectoriel dans I'espace 3D.

On a, avec ((0; e7) ; e;) angle quelconque :
e; Nej = (ezeq)1-e1 + (eze)p- €7 + (e2e1)|3.e—’3)
e_’g) étant orthogonal a (0;e; ; e;) :
& Ae=0.8] +0.¢"; + ;. &5 |cos((0;€)), &) | Isin((0; &) s &)l €'

— — — — — — — —
v, A1V = (Vo1 .81 +vy2.€; +O.e’3)/\(vl|1.el + vy)2- €, +O.e’3)

—_—

e'31(0;v1;v7)
{vz vi}conf{ese;}
(0;v3;v; )2D

_ T
= (172|1.U1|2 —v2|2.vl|1).61/\€2 +0.61/\e 3 + 0.62 Ne 3

=0.e; +0.¢; +(€192)|3-€—':~: = ¢3-§3 : |COS((0;_€T),EI)|- Isin((0;e7) ;e7)l-€'3

Avec Lz)fzt(v_z’; V1) = V1. V12 — V2. V1)1 ,déterminant d’'une matrice de vecteurs 2 lignes 2 colonnes , on

écrit donc:
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— — s — - - N B
1% A 1% — = (Uzll.el +v2|2.ez+0.e3)A(U1|1.81 +v1|2.ez +0.e3)
e3L(0;v1 ;77)
vz vi)confersez}
(0;v1;v3)2D

= (172|1.U1|2 —U2|2.U1|1).€_1)/\€—2)+0.€_1)/\€'3 + 0.e;Ae's

= 3. & - |cos((0; 1), &7)|. Isin((0; &7) ; ). Det (vz; v1)- €3

On allége en symbolisant la constante a dans sa forme compléte avec |sin((0; er;e5), e’3)| = 1. C'est une
pure fourniture d’informations puisque a complet = a réduit = a

a complet = b, &.|cos((0; ), &)|.1sin((0; &) ; &)1. |sin((0; &5;&5), &'3)]

Et ensuite on donne le polymixte envo{iteur pm qui est donc un envoiteur d'un objet polymixial 2D formé
2{2/33

sur R3 = {e_l’; ey e_’3)}, il occupe toutes les directions de R3, chaque direction ayant 2 sens, et est borné

a une norme :

env__
— _,’ — . —,> SN N 3‘1)!53;2,3
pm = esX(w,; A vy) = (e'3X|v, A vy ).
2//3  e'31(0:v1;v7)
R® {7; i)conf{er;e;} env__
(0;v1;57)2D {&ie3es)
s
envﬁ}
. R el;eze's
pm = |a.Det(v,; V7)) .e’3e’3].
2//3 2X2
R? env__
el;eze's
Soit:
—
env
pm = a.Det(vy;v7) R
. - . y V1)
2//3  e31(0%7;v;)  2X?
R® (; vijconf{es;e;} env__
(0;91;v7)2D {a’:??:e’s}

aréduit = ,.&;.|sin((0;e7) ; ;)|

a complet = s,. &;. |cos((0;€7), &) Isin((0; &) s &) |sin((0; e;e5),€e'3)
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—
env

{a;a;e’;,}

—
env
{?1*;?2»;9/3}

norme 1 est la mesure orientée d’'un objet 2D (aire orientée) dans R3. Le polymixte envoiiteur pmi occupe

Sa coordonnée dans le repere (O; ) unidimensionnel occupant virtuellement tout R3 avec une

2//3
R3
virtuellement tout R3 avec une norme ||pni|| = |sin((0;e7) ;e_z)).ZD)gt(v_z’; v;1)|. Pratiquement parlant, il
2//3

R3

envolite un objet polymixial 2D de norme |sin((0; e1); e_z’).zDXeét(v_z’; v_l’)| dans le repére (0 ;e ey Z)
Cet objet est mesuré en multiples d’objet polymixial carré de valeur 1.

—
env

P

Note : on n’a pas besoin des considérations suivantes dans [’espace euclidien mais on peut distribuer (erieseta)
e

{eriezie’s)
. . 3! ~ —_— e . ,

en une combinaison de —— = 3 vecteurs envolteurs E, = { E; E;; Es} dans la matrice des coordonnées

(3-2)!12!
21>\213(v_2’; v,) définies dans R3. On identifie dans cette matrice (en supprimant chaque fois une des 3 lignes de

coordonnées) 3 déterminants ggzt(v_z), V1) de 2 colonnes et 2 lignes, sur lesquels on peut greffer {E), E; E_3)}

—
comme des vecteurs envoliteurs formés des combinaisons linéaires que [’on veut dans {e_l); ey; e'3} lorsqu’ils se

composent avec un des vecteurs de {a; ey; e’3}. Mais comme v;3=v,3=0, puisque (v;; v; ) sont confinés a

{e;;e,}, il n’y a qu'une seule partie pouvant ne pas étre vide (ou nulle), et on a donc -
env

s — {HEE} N = -
Det(v,; . = Det(v,; .E 0.E,+0.E
2>‘<5'2(172 V1) 2>‘<5'2(V2 vy). E; + 2 3

.
env
{a;ﬁ;e%}

Soit :

pm = =,.&,.1sin((0; €7) s €2)|. Det (vy; 7). E;
2//3  e'31(0:97%3) 2X2
R (w5 u7}conf(eries)

(0591593 )2D

Si on fixe E; comme un vecteur absent du sous-espace vectoriel (O ; e7; e;) , par exemple E; = e’ (mais tout
vecteur s’élevant au-dessus de [’objet ferait aussi bien [’affaire), on retrouve la liberté de choix d’un sens

d’orientation de [’angle (e, e;) dans un repere (0 ; el ey e'3) de R3 :
V.. &5.Isin((0; €7) s 62)| = sin((0; €7) s €7) = sin(ey, e3)
Dans R? le polymixte n’est pas défini mais ['aire orientée (O ; v, ; vy ) est la quantité mesurée dans le repére

(0 ; e ; e;) bidimensionnel. On a alors s,,. &, qui est le signe de I’angle (1, €;) . on retrouve la liberté de choix
d’un sens d’orientation de I’angle (e1, €,) dans un repére (0 ; ey ; ;) de R?. s, représente alors l'orientation

du repére trigonométrique, que l’on fixe arbitrairement par {, = 1ou o, = —1, et &, celle de ['objet
(0; ef; e;) que ['on fixe arbitrairement par §, = 10u &, = —1 . Si e, est dans le demi-plan délimité par e; ou

on situe I'axe des sinus du repére trigonométrique, alors 1'objet (0 ; ey ; e;) et 'espace du plan sont orientés
pareils et on ajuste les valeurs tel que ,.&, = 1. Dans le cas d orientations contraires, on a is,. &, = —1

aire orientée (0 ;v,; v;)
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= .&, . |sin(eq,e;)|. Det(v,; vy
Uy &, -|in(@ @] Der (7 7)
= sin(ey, e3). Det (v2;v7)

aire orientée (0 ; v, ; v{ ) = —aire orientée (0 ;v,; v, ),Carv, Av; = —v; Av,.

C’est donc la surface située dans [’angle saillant de (0 ;v; ; V5 ), en allant du premier objet nommé au second,
et son signe dépend d’un choix de coordonnées et de sin(e;, e3), donc du choix d 'une mesure positive ou négative
pour un gquelconque des angles saillant ou rentrant de (O ; e; ; e; ), en allant du premier objet nommé au second.
C’est ce que I'introduction d’un produit vectoriel caché dans R? et mis en évidence par le vecteur polymixte nous
permet de mieux comprendre.

Conclusion

On conclut que si I'objet (0; 77 ; V5 ; e—’3)) est de dimension égale a 3, pm est défini non nul. Le vecteur
2//3
R3

—_ —
ordinaire e’ et le vecteur ordinaire v, A v; # 0 sontliés entre eux.

% %k %k
m=2;n=4

—_— - — RN
Le repére (0; e;;eze's; e’4) est4D. L'objet (0; v; ;5 ; e'3;€’s) est 4D ou 3D. Le vecteur e’ est orthogonal
— — T ) ) ) .
a tous les vecteurs formés par combinaisons linéaires sur {e1 ;e e’3} et n'est pas dans I’espace de I'objet
0; v, ; v, ;e'3). Le vecteur ordinaire e’ et le vecteur envoiiteur e’;X (v, A ;) sont libres entre eux. On
1:V2;€'3 3 3XI(v; 1

a alors dans R* deux occurrences :

1) Sil'objet (0;17_1>;U—2);€_'3)) est 2D alors I'objet (O;U_l);v_z’;e_g);e—";) est3D.Onaconcluenm=2; n=3

que la séquence e’;X (v, A ;) estindéfinie. Par suite le polymixte ordinaire est donc indéfini :

B _ o2 A (e (72 A 171)) — indéfini
2//4 (O;Ff ;172';3’3;6!4) 3D
4

(v1;v7 )conf{ey ;e;}
Conclusion

On conclut que si 'objet (O;U_l);v_z’;e—’;; e’4) est de dimension égale a 3, pm n’est pas défini. Le vecteur
2//4

R4

, —=___— .
ordinaire e’, et le vecteur envoiiteur e’;X (v, A v;) sontlibres entre eux.
* %k %

2) Sil'objet (O;U_l);v_z’;e—’;) est 3D alors I'objet (0;71);72’;?;;6—2;) est4D.Onaconcluenm=2; n=3

que la séquence ?;(75 A 77) estdéfinie. Cependant il n’y a pas assez de dimensions dans R* pour définir

un produit vectoriel de vecteurs non liés qui serait simultanément orthogonal a e’, et a tous les vecteurs

e —_
de R® bornés a une norme ||e’3<v_2’ A v_1’> || puisque e'3(v2 A v1>est envolteur d'un objet

polymixial 3D formé sur { e;; e e’3}. Le polymixte ordinaire est donc indéfini :
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— _,) — — — . T
pm = e’y AN(e'3X v, A Vi) =indéfini
2//4 €' 4 L(0v{ v75e73)

R (0;97;%;)2D

(v1; v Jeonf{eg ;e5}
Conclusion

On conclut que si l'objet (0; TyiTy e e'4) est de dimension égale a 4, pm n’est pas défini par manque de
2//4
R4

S -\ — .
dimensions. Le vecteur ordinaire e’, et le vecteur envolteur e’;X (v, A v;) sontlibres entre eux.

* %k ¥

m=2;n=5

: ST ol el el 'ahi ST T T ol ol -
Le repére (O;e;;e5;e'3;e'4;e's ) est 5D. L'objet (0; v ; v, ;e’3;e'4;e’s) est 5D ou 4D. Le vecteur e’s est

orthogonal a tous les vecteurs formés sur {e;;e,;e';;e'y} et n'est pas dans l'espace de l'objet

(0; v;V5;€'3e 4). Le vecteur ordinaire e’ et le vecteur ordinaire e 4, A [ e 53X (vz A v1> sontliés. On a

alors dans R® deux occurrences :

1) Si I'objet (O;U—l);v—z);e_’;; e',) est 3D alors I'objet (O;e_l’;e_z’; e's;e'y; e’s) est 4D. On a conclu en m =

2; n = 4 quelaséquence Z{ A (e—’; (v_z’ A 17{)) est indéfinie. Par suite le polymixte envoiiteur est donc

indéfini :
o T e [ A
pm = esXe,n(e 3(172 A v1>) = indéfini
2//5 (0;e] ;ez;ers;ery;erg)4D
RS (v(;7; )eonf{e] ez}
Conclusion

On conclut que si l'objet (0; e;;ey e’ e, e's ) est de dimension égale a 4, pm n’est pas défini. Le vecteur
2//5
RS

. . - . . - - —_— — .7
ordinaire e’ et le vecteur ordinaire e 4 A e 3X (v, A V] |sontliés.
sk kk

2) Si l'objet (0;5{';175;7’5;2) est 4D alors l'objet (O;EI;EZ; e—'g); e'4;e—’5)) est 5D. On a conclu en m =

2; n =4 que la séquence Z A (e—’3) (v_z’ A 17{)) est indéfinie par manque de dimensions. Cependant il

y a assez de dimensions dans R® pour définir un produit vectoriel de vecteurs non liés qui serait

—_ e N N
simultanément orthogonal a e’, et A tous les vecteurs de R> bornés a une norme ||e’;X (vz A v ) [
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puisque e';X (v_z’ A v_l’) est envolteur d’'un objet polymixial 3D formé sur { e;; ey e’3}. On conclut donc

- — — — . 7 A
que la séquence e', A (e'5X (vz A v1>) est confinée d e'.

On a le repére (0; e;; e 5; e—’_a:; a; e's) pentadimensionnel. On choisit librement dans cet espace 5D la
valeur d’opérateur {. = 1 ou §, = —1 pour y caractériser I'orientation directe ou indirecte du produit

vectoriel. Si une valeur est choisie pour une des deux orientations, la valeur contraire s’applique a
'orientation contraire.

On choisit la valeur d’opérateur & pour caractériser I'orientation directoide ou indirectoide de l'objet
(0 ;e ey Zi Z; a) Sil'objet est directoide, alors &; est du signe qu’on a choisi pour s qui caractérise
l'orientation directe du produit vectoriel dans I'espace 5D. Si 'objet est indirectoide, alors & est du signe
contraire a celui qu'on a choisi pour . qui caractérise l'orientation directe du produit vectoriel dans
I'espace 5D.

On précise la séquence :

A R(TGAT) =

e’sl(o;vl;vz;e’3;e’4)

{vz vi}conf{es;e;}
(0;v13v; )2D

_—
{ envﬁ}
—\ — . — — . — — - —> — 1 ’a;e,3
Uy &5 - cos((0;€,87)].Isin((0;€7) ;851 |sin ((0:2535) s €75 )| Det (@3 ). (74 A )
_—
env__
ef;eze’s
Avec:
—_—
env
z Giezels PO
Vs 65. ("4 A ) =tle's
—_—
env
el;eze's
On pose alors que :
—_—
{ env_)}
ef;eze';s
Us.&5. ("4 A ) =
—_—
env
E;,E_Z),'SI3

— — —_— s — —
U & |sin((0; e ey e’3), e’4)|. |sin((0; e;eyes; e’4), e’5)|. e's

On allege en symbolisant la constante a dans sa forme compléte :

a complet = .. .. |cos((0;€), )| |sin((0; &), ;)| |sin ((0; eg; e_z'),e_’g,))l

.|Sm((0;el;ez;e 3),8 4)|.|Sl1’l((0;6’1;6’2;€3;6’4),6’ 5)|
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Par suite :

e’y Ne ;X 2 . = __ _aDet(vy;v]).e's
{v2 vi}confiesse;} e’SL(O;v_l';v_z';e’3;e’4) 2X2
{vz vi}conf{er;e}
(0;v1;v7)2D

Et ensuite on donne le polymixte envoiiteur pm qui est donc un envoiiteur d’'un objet polymixial 2D formé
2//5
RS
5 __ radirud 7. 7. 7 .l 1 d. . d 5 h d. .
sur R°> = 1ej;ep;e's;e’y;e’sy, il occupe toutes les directions de R”, chaque direction ayant 2 sens, et est
borné a une norme:

—_— B e
= e’s(e’4/\e’3<v_2’ A v_l’))
2//5 e’sl(O;v—l’;v—2’;e’3;e’4)

5 s —>
R @ m)consieries)
(0;v1;v;3)2D

—
env
== - —
S oo pl _pl ol
{el,ez,e 3,€ 4;€ 5}

— o ! [ PP 7.
=|esN|e'yne'sK (v, A vy

_—
env

—
S oo pl ol ol
{61,62,6 3,6 4;€ 5}

{ ﬂ,w_,_ﬁ}
_— eg;eze’seyie’s
. = [a.Det(v ;171).e’5e’5].

2//5 e’sJ_(O;Ff;v—z';e’3;e’4) 2X2

5 —_ — — —— Y Y
R* 55 mconsieries) env_
(0;v1;v3)2D {6116216"3;9'41@'5}
Donc:
—_—
env

==
eeel. el el
{el,ez,e 3,6 4;€ 5}

= a. Det(vz; vy).

;)/r/ré zL(O;ﬁ;ﬁ;Z;Z) De ; aréduit = Y. €. |sin((0; e1), ez)|

RS o o S e
{vz vi}confies;es} _,_Env_ _,
(0;v1;v3 )2D {el;ez;e 3;€ 4;€ 5}

a complet = . &. |cos((0;€), &) |sin((0; &), €3)|- |sin ((0; eg; e—z’),e—’;)|

. === o o . oo o o o
.[sin(| O;ef;ez;e's),e'y)|. |sin((0;eq;exe'35e's),e’s)

—_—

env

5:5:6'3:6'4:6'5}

Sa coordonnée dans le repere (0; ) unidimensionnel occupant virtuellement tout R® avec une

{aﬁ:eé:e'w’s}
norme 1 est la mesure orientée d’'un objet 2D (aire orientée) dans R°>. C'est en valeur absolue la méme

mesure que dans R3. Le polymixte envoiiteur pm occupe virtuellement tout R® avec une norme ||pni|| =
2//5 2//5
RS RS

|sin((0;ey) ;e_2>).2Dxe2t(v_2’; v;)|. Pratiquement parlant, il envolite un objet polymixial 2D de norme

|Sin((0; e;); e_z’).ZDert(v_{; ;)| dans le repere (eg; e5; €5 e e—’5>)
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Cet objet est mesuré en multiples d’objet polymixial carré de valeur 1.

Conclusion

On conclut que sil’objet (0; e;;epe's e es ) est de dimension égale a 5, pm est défini non nul. Le vecteur
2//5
RS

ordinaire e’ et le vecteur ordinaire ey A (e 53X (v_z’ A v_l’)) sont liés.

k% ¥

Conclusion pourm = 2; n = 2 et (0; v4; v3)2D

On poursuit :

5 = &2 A (e_'5’<a/\e_'3’ (v—z’ A 17{))) — indéfini
2//6
RG

env

(eizzie s e sie i)

efeze’ e ye'segie’;

5 = R A (/e8| e AR (v_z' A 171) ) = a.Det (T3 70).
2//7 2X2
R7 ( %e_m;%_,}

ep;eze’zel el sel e,

Et ainsi de suite un objet défini dans la croissance des n impairs.

On peut donc conclure pour v; # 0et v, # 0 et pour des polymixtes définis sur des objets 2D :

pm = indéfini
2//(npair 22) (0;v71; v3)2D
R™ (71373 )conf{ ey ;e;}

env
—s NP nimpair
pm = a.Det(vy; ;) .=
2//(nimpair>2) (0;v1;v3)2D 2X2
R™ (v1; 72 )conf{eq ;e5} Rneiﬁgair

aréduit =y _.&,.|sin((0;e)), )|

a complet = .&,.|cos((0;e)),e7)|. |sin((0; 7). ;)|-

LR N =
sin((0;eg;ey), e'3)| |sin((0;€f; ey e's; . e’n_l) , e’n)|

5.10c Croissance du vecteur polymixte dans { e, }3 U { Z; }(n -3)

Présentation des acteurs :

v, vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e; ; e, ; €3 } et borné a une norme ||v;]|. C'est un
vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e; ;e; ;e; } quand il se compose avec un autre vecteur
ordinaire ou un vecteur envofiteur.
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v, vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e] ; e, ; e5 } et borné a une norme ||v;]|. C’est un
vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e7;e; ;e; } quand il se compose avec un autre vecteur
ordinaire ou un vecteur envolteur.

— . . J , —_— — —> I — )

V5 vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e; ; e, ; e5 } et borné a une norme ||v3]|. C'est un
vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e;;e; ;e; } quand il se compose avec un autre vecteur
ordinaire ou un vecteur envoiiteur.

e, vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e; } et borné a une norme 1. C’est un vecteur qui
ne peut pas changer d’aspect dans { e;} quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur
envoiiteur.

e, vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e, } et borné a une norme 1. C’est un vecteur qui
ne peut pas changer d’aspect dans { e;} quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur
envolteur.

e5 vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e; } et borné a une norme 1. C’est un vecteur qui
ne peut pas changer d’aspect dans { e5} quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur
envolteur.

e', vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e's } et borné a une norme 1, orthogonal a tout

—_— —_—
autre vecteurde { e, }3 U { e'p }(n — 3). C’estun vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e’4} quand
il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur envoliteur.

e's vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e's } et borné a une norme 1, orthogonal a tout

— -5 ) : o
autre vecteurde { e, }3 U { e'p }(n — 3). C’estun vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e’5} quand
il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur envoiiteur.

—_— — . . s o7 s —_— = — 7N — —
v, A U5 vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e; ; e ; e5 } et borné a une norme ||v; A v7]|.
C’est un vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e ;e; ;e;} quand il se compose avec un autre
vecteur ordinaire ou un vecteur envoiteur.

pm = v;X(v, A V;) vecteur polymixte envoiiteur d’un objet polymixial 3D formé sur{ e; ; e, ; e; } etborné
3//3
R3

a une norme | |v_3)1 v, AV7) | |. C’est un vecteur qui peut changer d’aspect dans { e; ;e; ; e; } quand il se
compose avec un vecteur ordinaire.
—_— S . . - p — = = 7
pm = e'y, A3 (v, A v7) vecteur polymixte ordinaire générant un espace 1D, formé sur | ey ; e, ;e3; e,
3//4

R4

B —[) Ed — — ) . . . . T

et borné a une norme ||e'y AV3XI(V;, A7) [|. Cest un vecteur qui est soit nul, soit indéfini dans

—>_—7.—>__I) . ] ) . /\—I> —).—>_—).—I)_—I)
eq;e,;es3;€e'4 t,oubienn’aqu’'un seul aspect confiné a e’'s dans{ e;;e,;es;e'4;€'s

?r/ré =e'sK(e'y, ANv3® (v, AV;)) vecteur polymixte envolteur d’'un objet polymixial 3D formé sur
RS

_ —_— RN —_—
{ e1;ep;e5€4;€'s } etborné a une norme | |e’5(e’4 AV3R (v, A7) | |. C’est un vecteur qui peut changer
dl d —>.—>'—>'—I)_—I) d]. d 3
aspectdans ] ey ;e; ;es; e'4; €5t quand il se compose avec un vecteur ordinaire.

kkk
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Pour cette croissance, on pose que chacun des vecteurs de la famille { v3; v,; v;} est non nul. Si au moins

D —
un de ces vecteurs est nul alors la séquence v;X (v, A 77) est soit polymixte de vecteur envoliteur nul, soit
indéfini .

Par suite tous les polymixtes & partirde pm = e', (A K)" ... 7;X(T, A U;) seraient aussi indéfinis .
3//(n=3
//ém )
Ona:

17_1)(U1|1-e_1) + vy 65 + v1|3.e_3’)conf{ e ;e;;e3}
77_2)(172|1-e_1) + V.6 + v2|3.e_3’)conf{e_1) ;ex;e3 }
v_3’(v3|1.e_1’ + V3.6 + v3|3.e_3’)conf{e_1) ;ez;e3 }

m=3;n=0

[In'y a aucun vecteur e—’p) etaucun vecteur e,. Le polymixte n’est pas défini dans { e, }3 U { e—’p) }(0 -3)=0,
puisque dans cet ensemble il n’existe rien, pas méme le vecteur nul.

pm = indéfini
3{2 /00 (0;v1;v2;v3)0D

m=3;n=1

Les vecteurs vy, U5, U3 sont confinés a la famille {e; ; e;; €3} qui est liée et génére R! . Il n'y a aucun vecteur

- _— — — . . .7 . ) . “ . .
e', et vy, v, 3 sont alors obligatoirement liés dans une droite. Il n’existe pas suffisamment de dimensions
dans R! pour définir un vecteur nul orthogonal a 7; et 4 7. Le polymixte envoiiteur est donc indéfini :

-
pm = ;X (v, A ;) = indéfini
3{2/11 (v15v3;v3 )conf{eq ;e; ;e3}

(0;v1; v2;v3)1D

Conclusion

On conclut que si I'objet (0; v; ; v, ; V3) est de dimension égale a 1, pm n’est pas défini. Les vecteurs
3//1

R1
ordinaires V5 et v, A v; ne sontni libres ni liés parce que v, A V7 est indéfini.

%k %k k
m=3;n=2

Les vecteurs vy, U5, 3 sont confinés a la famille {e7 ; e;; €5} qui est liée et génére R? . Il n'y a aucun vecteur

o —_— —_— . . e . :
e’, etv], v,, U3 sont alors obligatoirement liés dans un plan ou une droite. On a alors dans R? trois
occurrences :

1) Si (0;vy; v;; v3)1D alors (0 ;v ; v, )1D. v, forme un angle plat avec v4, Il y a assez de dimensions
dans R? pour définir un produit vectoriel nul de vecteurs colinéaires qui serait simultanément orthogonal
av; etav,.Laséquence est donc définie :

ol

— —_—
Uy AV L =_
(0;v1;v5;v3)1D
(v15v2;v3 Jconf{eg ;e ez}
(0;v1; v3)1D

Par suite le polymixte envoliteur construit avec un vecteur nul est indéfini :
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pm = v3X (v, Avy) = indéfini
3//2 (0;v1; v2;03)1D
R? (10703 )eonf{ ey se; se3}

(0;v1; v3)1D
Conclusion

On conclut que si (0;v7;v,;v3)1D et si (0;v];v, )1D, pm n’est pas défini. Les vecteurs ordinaires
3//2

R2
V3 etv, AV = 0 sontliés.

%k k
2)Si(0;vy; vy ; v3)2D etsi (0 ; vy ; v, )1D. v, forme un angle platavec v; Il y a assez de dimensions dans

R? pour définir un produit vectoriel nul de vecteurs colinéaires qui serait simultanément orthogonal a 7; et
a v, . Laséquence est donc définie :

ol

— —
Uy AV L =_
(0;v1;v7;v3)2D
(v1'v2;v3 )conf{es ;e; ;e3}
(0;v7;72)1D

Par suite le polymixte envoliteur construit avec un vecteur nul est indéfini :

P ——— T
pm = v3X(v, Avy) = indéfini
3//2 (0;v7; v,;v3)2D

R2 (v15v2;v3 Jconf{ef je; jes}

(0;v1; 72)1D

Conclusion

On conclut que si (0;v7;v,;7V3)2D et si (0;v;;v, )1D, pm n’est pas défini. Les vecteurs ordinaires
3//2

RZ
.
V3 et v, Av; = 0 sontliés.

* %k %

3)Si (0;vy; vy; v3)2D et si (0;vy; v, )2D. v, forme un angle non nul avec vy, il n'y a pas assez de
dimensions dans R? pour définir un produit vectoriel de vecteurs non colinéaires qui serait simultanément
orthogonal 3 V5 et a v, . La séquence est donc indéfinie :
vy AUy 0T T2 indéfini
(v1v7;v3 Jeonf{ e je; je3}
(0;v1;v7)2D

Par suite le polymixte envoliteur construit avec un vecteur indéfini est indéfini :

pm = v3X(v, Avy) = indéfini
3//2 (0;v1;v7;v3)2D
R2 (10203 )eonf{ ey ;e; se3}

(0;v1;72)2D
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Conclusion

On conclut que si (0;v;7;7v,;v3)2D et si (0;v];v,)2D, pm n’est pas défini. Les vecteurs ordinaires
3//2

R2
V5 et v, Av; sontnilibres ni liés parce que v, A 75 est indéfini.

* % %
m=3;n=3

Les vecteurs U;, U,, V3 sont confinés a la famille {e;;e,;e;} qui est libre et base de R® . Le repére
(0; €7 ;e5;e3) est 3D. Il n'y a aucun vecteur e’, et vy, v, V5 ,occupent soit une droite, soit un plan, soit un
volume . On distingue alors dans R? trois occurrences :

1) Si (0;v7; v,; v3)2D ou 1D et si (0;v;; v;)1D 1l y a assez de dimensions dans R3 pour définir un
produit vectoriel nul de vecteurs colinéaires qui serait simultanément orthogonal a v; eta v, . La séquence
est donc définie :

ol

Uy AUy =

(0;v1; v7;v3)2D oulD
(v15v2;v3 Jconf{ ey ;e; €3}
(0;v7;72)1D

Par suite le polymixte envoiiteur construit avec un vecteur nul est indéfini :

pmt = v (v; A V) = indéfini
3//3
{3/3 (0;v7; v,;v3)2D oulD

(v15v2;v3 Jconf{ef e, jes}
(0;v1; v3)1D

Note : R3 formé sur la base { e; ;e, ; e3} contient R2formé sur chacune des combinaisons linéaires que [’on
peut faire avec les vecteurs e; , e, ,e; pour former un plan dans R3 . Dans ce plan on peut redéfinir des vecteurs

de base f; , f, pour faire les mémes raisonnements que dans la série m = 2 ; n = 2. Affirmer qu’il y a assez de
dimensions dans R pour définir v, A v; = 0, cela sous-entend qu’il y en a aussi assez dans R* contenu dans R3.

Conclusion

On conclut que si (0;v; ; v, ;v3)2DoulD et si (0; vy ; v, )1D, pm n’est pas défini. Les vecteurs ordinaires
3//3
R3
V5 et v, Av; = 0 sontliés
kkk
2)Si(0;vy; v;; v3)2D etetsi (0;v7;V, )2D, il y a assez de dimensions dans R3 pour définir un produit

vectoriel non nul de vecteurs non colinéaires qui serait simultanément orthogonal av; eta v, . La séquence
est donc définie comme vecteur non nul :

ol

Uy AUy E
(0;v1; v5;v3)2D
(v1'v2;v3 )conf{e; ;e; ;e3}
(0;v7;72)2D

5 est alors coplanaire avec (0;7y; v;)2D. Comme cos(vs, (v, A7;)) = 0, le polymixte envoliteur est
vecteur nul de R3:
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— -
pm = v3&(v; A7) _ = 0
3//3 (0;v1; v2;v3)2D

R3 (v1'v2;v3 )conf{es ;e; ;e3}

(0;v7;v2)2D

Note : tous ces cas de nullités de pm expliquent géométriquement que Det(vy; v, ;...; V) = 0 quand
m//n
/)

{V1; V3;...; Uy} est une famille liée (définition mathématique admise : si au moins un de ces vecteurs v; est

combinaison linéaire des autres ou si elle contient le vecteur nul car alors 0 = 0.7v)).

Reconnaissons toutefois dans notre raisonnement que pm = 0 n’explique pas géométriquement que
m//n
i
Det(vy; V3 ;...; Uyp) = 0 quand au moins un des vecteurs {v;; v, ;...; U } €St vecteur nul, car alors nous
avons posé que pm est indéfini.
m//n
Rn

Conclusion

On conclut que si (0; v; ; v, ; v3)2D etsi (0; v ; v, )2D, pm est défini nul. Les vecteurs ordinaires v; et v, A
3//3

R3
v, sont libres entre eux.

* k¥

3) Si (0;v];v;;v3)3D il y a assez de dimensions dans R3® pour définir le polymixte
envolteur v;X (v, A 7;) qui est un envoiliteur non nul d’un objet polymixial 3D formé sur { e;; e ,; e3}.

En effet, onadonc (0 ;77 ; v, )2D .1l yaassez de dimensions dans R3 pour définir v, A v; # 0 orthogonal
a v, et a v; vecteurs ordinaires. Le vecteur ordinaire v et le vecteur ordinaire v, A v; sont liés si v est

orthogonal a v, et a v;. Dans le cas contraire, le vecteur ordinaire v et le vecteur ordinaire v, A v; sont
libres entre eux.

Onalerepére (0; e; ; e3; e3) tridimensionnel. On choisit librement dans cet espace 3D la valeur d’opérateur
§; = 1ou, = —1poury caractériser I'orientation directe ou indirecte du produit vectoriel. Si une valeur

est choisie pour une des deux orientations, la valeur contraire s’applique a I'orientation contraire.

On choisit la valeur d’opérateur &; pour caractériser l'orientation directoide ou indirectoide du repere 3D
(0; €7 ;e5;e3) en accord avec la valeur choisie pour ;. Si I'objet est directoide, alors &, est du signe qu’on
a choisi pour {5, qui caractérise l'orientation directe du produit vectoriel dans I'espace 3D. Si 'objet est
indirectoide, alors &, est du signe contraire a celui qu'on a choisi pour {; qui caractérise l'orientation
directe du produit vectoriel dans 'espace 3D.

On a, avec des angles quelconques entre les vecteurs de base :

Byl

e; Ne; = (e1ey) 1. €1 + (e1€2)2-€; +(e1e2)3.
e; Nes = (ere3))1.e1 + (ere3) . €; +(e1€3) 3.
JE— JE— —_ —

e; Nes = (eze3))1-€1 + (eze3)2- €5 +(eze3))3.

S|P
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Avec:
OF = M.e7 4+ 1585 ; 0G =A3.85 + M85 ; OZ =As. &5+ Ag. 0
(e1€2)|1 = . (eleZ)|1 . i . 0
sin(ey,&;).sin(OF,e3)#0 e3L1(0;eq1 ;e;)2D
Isin ((0;&)), &)\ sin(e3, OF).cos (O:eiien). ) | @ede = 0
T |sin((0; 615 63), e3) |- sin((0; 87), ;)
(9192)|3 =
(e1€2))2 = esLoieiez)2d
sin(ey,e;).sin(OF,e3)#0 ll’3- '53- |Sln((05 el): e)|
]
|sin((0; €)),;)|.sin(e1, OF ). cos((0; e1; €7), €3)
3 Isin((0; e1; €2), €3)|. sin((0; &), &7) (ee)
€2€3)|1 =
|sin((0;2),25)| \ oz
(elez)|3 = 3-S3° 7 - ,_,_’, — ll"3'§3' |Sln((0; eZ)l e3) |
sin(e;,€3).sin(OF,&3)#0 |sin((0; ef; €3), €3)|
(9293)|2 = 0
(ere0) B |sin((0;ey),e3) | e/1(0;e; ;e3)2D
2¢3/01 - 393" |7 5.5 o7
sin(e;,€3).sin(0G,&7)%0 |sin((0; ez; e3),e1)| (8263)|3 _ 0
e11(0se; ;e3)2D
(3233)|2 =
sin(e;,e3).sin(0G,e7)#0
. . -
3 Isin((0; e3; €3), e1)|. sin(ez, e3) e L(0:&5 612D
= (ese1))2 =
(3233)|3 sin(e;,e3).sin(0G,e7)#0 | ez1(05es je )2D
iy . = ;. &5 sin((0; €3), €7)|
|sin((0;e;),e3) |.sin(e3,0G). cos((0; &3; €3),€7) 33
3 Isin((0; €3; €3), e7)|. sin((0; €3), €3) (ese))s = 0
e;1(0se5;€7)2D
(eze) =
sin(ez,ey).sin(0Z,&;)#0
P —
|sin((0; €3),;)|.sin(ez, 0Z). cos((0; e5; €3), €;)
3 Isin((0; e1; €3), €2)|. sin((0; €3), e7)
(esen) _ |sin((0; e3), 1)
3¥1712 P 393" g o o) o
sin(es,ey).sin(0Z,8;)#0 |Sln((0: €1, 33): 32)|
(9391)|3 =

sin(ez e7).sin(0Z,e;)#0
ot |sin((0; €3),&)|- sin(e1, 0Z). cos((0; 13 €3), &)
35T Usin((05 655 23),8)]. sin((0; 23), &7)

On a démontré, dans les chapitres précédents ce que valait v;X(v, A v3) pour (0; v5; V,;v3)3D et qu'on

réécrit sous la forme v3X (v, A v;) en permutant les indices de v5 et V5 :
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v3X(v; A7)

(v1'93:03 Yconf{ &1 &5 123}

(0;v1;v2;v3)3D
VU3|1- (V2|2- V113 — V213-V1)2 ) (Cos(e_{, e;). (3233)|1 + cos(ey, e7). (‘32‘33)|2 + cos(ey, e3). (3233)|3)
+173|2-( Va3: Vi1 — v2|1-v1|3)-(605(e_2352) .(ezeq) 1+ cos(ey,€;) . (eze1)z + cos(ey,e3) . (eze1)3) (a)
+V3)3. (772|1- V2 = V2p2- V1)1 ) .(cos(es,e7).(ere;)1 +cos(es, e;) . (ere;) 2 + cos(es, e3) . (e1€2)3)
+V3)1. (772|1- V12 — V22 V11 ) .(cos(ey,e7) . (e1e))1 + cos(er, e;) . (ere;) 2 + cos(eq, €3) . (er€2)3) (b)

+v3)1. ( V213- V111 — V21 171|3) (cos(es, e7). (3331)|1 + cos(ey, e7). (3331)|2 + cos(ey, e3) . (3331)|3)

+V3)2. (772|1-771|2 — Vg2.V1p1 ). (cos(ez, €7) . (e1€2) 1+ cos(ez, e;) . (e1e;5) 2 + cos(ey, €3) . (e1€2))3)

+ U3|2-( Va)2: V113 — V2|3-V1|2)

. N . )
.(cos(ey, €) . (eze3) 1+ cos(ey, €3) . (eze3) 2 + cos(ey, e3) . (ez€3)3)
+ v33. (Vz|2- Vi3 — Vz3-Vy)2 |- (cos(es, e7). (eze3)1 + cos(ez, e). (eze3)2t cos(ez, e3). (eze3)3) (d)

+173|3-( V213- V1)1 — V21 171|3) (cos(es, er). (e3el)|1 + cos(es, e;). (3331)|2 + cos(es, e3). (9391)|3)

Avec (b) = (¢) = (d) = 0 etdans (a) :
cos(eq,er) . (exe3))1 + cos(eq, ;). (eze3)2 + cos(ef, €3). (eze3))3 =
cos(ez, er).(ezer) 1+ cos(ez, €3) . (eze;)2 + cos(ey, e3) . (eze)|3 =
cos(es, 7). (e1e3)|1 +cos(es, e3) . (e1e2)2 + cos(es, e3) . (e1€2) 3
Soit, en factorisant avec une de ces trois expressions :
U3in V21 V1ip
V3 (v, A V7)) = (cos(es, €7) . (e1e2))1 +cos(e3,€7) . (e1€7)2 + cos(ez, €3) . (e1e3)j3) - |V3lz V22 Va2
U313 V213 V13

On a antérieurement démontré que :

3
D cos@8) - (ere)y = Uiy & |sin((0:8), &) Isin((0; 752, &)

i=1

Et ensuite on donne le polymixte envoliteur pmi qui est donc un envoiiteur d'un objet polymixial 3D formé
3//3
R3
sur R3 = {e];e,;e3} ,il occupe toutes les directions de R3, chaque direction ayant 2 sens, et est borné a
une norme :

pm = v3X(v; A ;)

3//3
R3
_env_
pm = a.Det(v3;v5; V1) KAL)
3//3 (0;77; U5;03)3D ax3 el
R3 (v1;v,v3 )conf{e] ;e; ;e3 _env_|
( 1 2 3) f{ 1 2 3} {91:92;33}

aréduit = U,.&,.|sin((0; &), ;)| Isin((0; &7; &3), €3)|

a complet = .. &,.|cos((0;€)),&7)|.|sin((0;€1), €7)|- 1sin((0; &3 3), €3)|
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_eny_,
{eg;e;e3}

Sa coordonnée dans le repere (O; ) unidimensionnel occupant virtuellement tout R3 avec une

_eny_|
{eriegies}

norme 1 est la mesure orientée d’'un objet 3D (volume orienté) dans R3. Le polymixte envolteur pm

3//3
R3
occupe virtuellement tout R3 avec une norme ||pmi]|| = |a. é)g(ﬁ’; V5;v7)|. Pratiquement parlant, il
3//3
R3
envoiite un objet polymixial 3D de norme a.3DXegt(v_3); V,;v7)|dans le repere (eg ; e, ; €3).
Cet objet est mesuré en multiples d’objet polymixial cubique de valeur 1.
o
Note : on n’a pas besoin des considérations suivantes dans l’espace euclidien mais on peut distribuer L2
env
{e1;ez;e3}

.. 3!
en une combinaison de ———
(3-3)!3!

définies dans R3. On identifie dans cette matrice 1 déterminant Qg(v?’; V53 V1) de 3 colonnes et 3 lignes, sur

= 1 vecteur envo(teur E_p) = { E;} dans la matrice des coordonnées 31\)/<I3 (v3;v5;v7)

lequel on peut greffer E; comme un vecteur formé de la combinaison linéaire que I’on veut dans {e]; e5; e3}
lorsqu’il se compose avec un des vecteurs de {ej; e5; €3 }.

Conclusion

On conclut que si (0; 7 ; v, ; v3)3D pm est défini non nul. Le vecteur ordinaire v et le vecteur ordinaire
3//3
R3

v, A Vg sont liés si v est orthogonal a v, et a v;. Dans le cas contraire, le vecteur ordinaire v5 et le vecteur

ordinaire v, A v; sont libres entre eux.

* k%

m=3;n=4

Le repere (0;e;;e5;e3ie’,) est 4D. L'objet (0;V7 ;75 ;V3;€’,) est 4D ou 3D ou 2D. Le vecteur e’, est

orthogonal a tous les vecteurs formés par combinaisons linéaires sur {e; ; e;; e3} et n’est pas dans I'espace
—_— — — . . - A e ———— .

de l'objet (0; vy ; v, ;v3 ). Le vecteur ordinaire e’, et le vecteur envotteur v;X (v, A v7) sont libres entre

eux.

Note : v3 XI(v, A V7) est un vecteur envoiiteur non nul d 'un objet polymixial 3D formé sur { e; ; e ,; e}, puisque

les vecteurs vy , v, , vsont confinés a {e; ; e5; es}. Leurs coordonnées sur e’, sont toujours nulles

On a alors dans R* deux occurrences :
1) Sil'objet (0; V7 ; V5 ; V3 ) est 2D ou 1D alors I'objet (0; ViU, ;03 ) est3Dou2D.0Onaconcluenm =
3; n =3 que la séquence v3X (v, AV;) est indéfinie ou vecteur nul. Par suite le polymixte ordinaire

construit avec un vecteur indéfini ou nul est indéfini :

pm = e’y NsX(v, Avp) = e’y A (indéfini ou 0) = indéfini
3//4 (O;v_l' U5 05:e’ s )3D0u2D
R4 —_—— — —_— — —
(V130373 )conf{ ey ;e; ;e3)

(0;v1; v2;v3)2DoulD
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Conclusion

On conclut que si I'objet (0 V1V, ;U5 €', ) est de dimension égale a 3 ou 2, pmi n’est pas défini . Le
3//4
R4

_ — — —> .
vecteur ordinaire e’, et le vecteur envoiteur v3X(v, A v;) sont libres entre eux.

k% ¥

2) Sil'objet (0; V1 ; v, ; V3 ) est 3D alors l'objet (0;71;72;73;2;) est4D.Onaconcluenm=3; n=3
que la séquence ;X (v, AD;) est définie non nulle. Cependant il n’y a pas assez de dimensions dans R*
pour définir un produit vectoriel de vecteurs non liés qui serait simultanément orthogonal a a et a tous
puisque 75X (v, A v;) est envolteur d'un objet polymixial 3D

-
les vecteurs de R3bornésa ||[v3X (v, A V7)

7 —_— — —
formésur{e;; e ;ez}.

On a utilisé un raisonnement analogique a ce qu’on a constaté pour v, A 7; dans R? avec 7, et v; libres
entre eux.

Note : V53X (v, Avy)est envoiiteur d'un objet polymixial 3D formé sur {e;; e,;es} et pas sur

—_—

{e_l’; €5 e3; e'4} parce que les vecteurs vy , v, ,v3 sont confinés a { e;; e ,; e 3}. Leurs coordonnées sur e’y
sont toujours nulles.

Le polymixte ordinaire est donc indéfini par manque de dimensions :

— —— s
pm = e’y AN (W3R (v, A7) = indéfini
3{3/44 (0;171’ D7 vz5e’ s )4D

(0150203 )conf{ef je; ;e3}
(0;v7; v2;v3)3D

Conclusion

On conclut que si I'objet (0 VU5 Vg€ ) est de dimension égale a 4, pm n’est pas défini par manque de
3//4
R4

, = :
dimensions . Le vecteur ordinaire e’, et le vecteur envolteur v3X (v, A ;) sont libres entre eux.

% %k %k
m=3;n=5

— s T . —_— —_— T T
Le repere (0'6_1’;62;63;3’4; e’s) est 5D. L'objet (0; v ;V, ;V3;e'4;e's) est 5D ou 4D ou 3D. Le vecteur
e's 5 est orthogonal a tous les vecteurs formés par combinaisons llnealres sur {e; e, e3;¢e 4} et n'est t pas
dans l'espace de l'objet (0 VU5 Vs € 4) Le vecteur ordinaire e's s et le vecteur ordinaire e 4/\

_—
13X (v, A ;) sontliés. On a alors dans R® deux occurrences :



Le Polymixte Envoliteur 220

1) Sil'objet (0; 77 ;7 ; Us;e'4 ) est 3D ou 2D alors I'objet (0;v1 ;75 ;73; e e_’s)) est4D ou 3D.On a conclu
enm = 3; n =4 quelaséquence e’, AT3¥(7, AV;) estalors indéfinie. Par suite le polymixte envolteur

construit avec un vecteur ordinaire indéfini est indéfini :

— - S g Z /B0 o
pm =_ e'sX (6’4 A VXV, A vl)) = indéfini
3//5 (O;v_:f ;v_z’;v_3>;e'4;e'5)4—Dou3D

RS

(v15v2;v3 )conf{ef;e; ;es}

005 ;05 ;v5:e's )3Dou2D
( )

Conclusion

On conclut que si 'objet (0;V7 ;75 ;U5;e'4;€'s) est de dimension égale a 4 ou 3, pm n’est pas défini. Le
3//5
RS
. . -\ . . -5 — —> — P T -\
vecteur ordinaire e’s et le vecteur ordinaire e’, A ;X (v, A v7) ne sont ni libres ni liés parce que e’ A

-
v3X (v, AV;y) estindéfinie.
%k x

1) Sil'objet (0; 71 ; 7, ; V3 e’y ) est 4D alors lobjet (0;V7;7, ;U3 e'4;€’s) est 5D. On a conclu en m =
3; n =4 quelaséquence e’, Av;X (v, AD;) estalors indéfinie par manque de dimensions. Cependant il
y a assez de dimensions dans R® pour définir la séquence e’, A v3X (v, AT;) qui forme un vecteur

— —_—
|[vsX (v, A v7)|| puisque v3X (v, A V1) est envoliteur

orthogonalae’, et atous lesvecteurs de R3 bornés a
d’un objet polymixial 3D formé sur { & ; €; €3}. On conclut donc que la séquence e’, A 73X (T, A T;) est

—_— — —_ _—
confinée A e's. Le vecteur ordinaire e’s et le vecteur ordinaire e’, A 73X (v, A ;) sont donc liés entre eux.

On utilise un raisonnement analogique a ce qu’on a constaté pour v, A 7; dans R3 avec v, et 7; libres entre
eux.

Note : le vecteur v, s 'éléve au-dessus du vecteur v; dans un plan, tout comme e’ s 'éléve au-dessus de toutes les
directions de R3 occupées par ’envoiiteur v3X (v, A V7).

On a le repére (0 ; e]; e ,; e3; Z{; e's) pentadimensionnel. On choisit librement dans cet espace 5D la
valeur d’opérateur {, = 1 ou {y = —1 pour y caractériser l'orientation directe ou indirecte du produit

vectoriel. Si une valeur est choisie pour une des deux orientations, la valeur contraire s’applique a
'orientation contraire.

On choisit la valeur d’opérateur & pour caractériser I'orientation directoide ou indirectoide de l'objet
(0 ;€1 ey es; a; Z) Sil'objet est directoide, alors & est du signe qu'on a choisi pour s qui caractérise
l'orientation directe du produit vectoriel dans I'espace 5D. Si I'objet est indirectoide, alors &, est du signe
contraire a celui qu'on a choisi pour {5, qui caractérise l'orientation directe du produit vectoriel dans
I'espace 5D.
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On précise la séquence :

RN —
ey NVRWAY) =
(0;171 Vs ;v3;e’4;e’5)5D
(v1v2;v3 )conf{eg;e; ;e3}
(0;v1; v2;v3)3D
_—

_env_,
{efezes}

)

Uy & - |cos((0; D), &7)|. Isin((0; 1) ; @5)|. Isin((0; €13 €2) s €3)| Det (Vs vz; ). (e's A

_env_
{erezes}
Avec:

{ﬁem’_,}
— e|;e ze —
I 1,€ 2,€3 — 12
U &5 (64 A )=+11l.e's

_—
_env_,
{erees}

On pose alors que :

—_—

_env |
l.b g (6_14')/\ {el;e 2;33} ) —
3" >3
_env_
{elezes}

Us. £g. [sin((0; 565 23), €| [sin((0: &5 5 835 €4, @) | €5

On allége en symbolisant la constante a dans sa forme complete. C’est une pure fourniture d’informations
puisque a complet = a réduit = a
a complet = .. £ |cos((0; 7). €7)|. |sin((0; 1), €3)|. |sin((0; e €7), €3)|

: |Sln((0: e;ez;€3), € 4)| : |Sln((0; €1;€z;€3;€ 4) e s)|

Par suite :

SN — s RN

e’y N3 X(v, A7) = a.Det(vs;v,;v1).e's
(0:171' Uz :73':6’4:9’5)50 3X3

(v15v35v3 dconf{es;e; je3)

(0;v1; v3;v3)3D

Et ensuite on donne le polymixte pmi qui est donc un envolteur d’'un objet polymixial 3D formé sur R® =
3//5

RS
—_— — — _,) —,’ . . . 5 . . J
{el; ey e e’y e 5} , il occupe toutes les directions de R>, chaque direction ayant 2 sens, et est borné a une
norme :

env
N (| AN
{e1;e 2;€e3;€/4;€/5}

o S o (— S
m = e’5<e’4/\v3(v2Av_{)> = [e’5 (e’4 /\v_3’(v2/\v1))].
3//5 (0;71);@;73);9’4;6’5)%
(v1v2;v3 )conf{eg;e; ;e3}
(0;v1; v2;v3)3D

_,_env _ |
{eg;e g es;el els}
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env
=&Y,
{e1;e 2 essery;els}

—_
pm = [a.Det(v_3’; Uy v_l’).e’se’S].
3//5 (O;U_l';ﬁ;ﬁ;e’4;e’5)5D 3X3
RS

—_—

nv
(7123 )conf{ef;e; je3} {efe s esiergers)

(0;v1; v3;v3)3D

Donc:

E A
{e15e ziezie'sie’s})
pm — a.Det(v3;v5; Vy). 2
3//5 (O;ﬁ:ﬁzﬁ';e’4;e’5)5D 3X3
RS (o553 Yconf{ e7:8; 123} U
1rr2s 1e2ms {e1;e ziezie’sie's}

(0;v1; v3;v3)3D

aréduit = . &. |sin((0; ), ;)| |sin((0; &1; €2), €3))|

a complet = ... |cos((0;e7), &7)|-|sin((0; 1), ;)| |sin((0; e €2), €3) |

: |Sm((0: e1;€z;€3),€ 4)| : |Sln((0: €1;€z2;€3; € 4) e 5)|

—
env_, |
{eq;e7;e3:e'4;¢'5}

Sa coordonnée dans le repere (O; ) unidimensionnel occupant virtuellement tout R> avec une

—
env_, |
{eq;e7e3;e'4;e'5}

norme 1 est la mesure orientée d’un objet 3D (volume orienté) dans R>.C’est en valeur absolue la méme

mesure que dans R3. Le polymixte envoiiteur pm occupe virtuellement tout R® avec une norme ||pni|| =
3//5 3//5
RS RS
|a.3DXe3t(v_3); U,; V1)|. Pratiquement parlant, il envolite un objet polymixial 3D de norme |a. ?)%t(v_’; 245728

—_—
dans le repére (0; e;;e 5 ez €'y e’s).

Cet objet est mesuré en multiples d’objet polymixial cubique de valeur 1.

Conclusion

On conclut que si I'objet (0; v7; V5 ; Us; e 7’5) est de dimension égale a 5, pm est défini non nul. Le
3//5
RS

P s ’ 57 T2 A 170 id
vecteur ordinaire e’ et le vecteur ordinaire e’, A v3X (v, A V1) sont liés.
sk kk
Conclusion pourm = 3; n > 3 et (0; v;; v3;v3)3D

On poursuit :

pm =€ A(e X (E’Aﬁ(v—;/\u—;)) ) = indéfini
3//6
R6
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—

s s

— _ 7 - YA P I Sy e — —> {(e1ie 2:e3:e e sie gie'7)
pm =e';R(e'cA(e'sKle'ys ANvsR(v, AV)) ) = a.l3)>§3t(v3;172;v1) :
3//7

R7 —
LA AN NN

{e1ieziesie gi€ si€ i€ 7}
Et ainsi de suite un objet défini dans la croissance des n impairs.

On peut donc conclure pour 7; # 0 et ¥, # 0 et T3 # 0 et pour des polymixtes définis sur des objets 3D :

pm = indéfini
3//(npair>3) (0;v1; v2;v3)3D
R™ (01505503 Jconf{ ey ;e; e}
—_—
env
nimpatr
pm = a. Det (v3; 753 1) . T
3 nimpair =3 — — —» —_—
//( ‘RZ; =) _ (omwpvssp env
(V1502303 )conf{ ey ;e5 ;e3} R tmpatr

aréduit = .£,.|sin((0; ), ;)| 1sin((0; e €3), €3)

a complet =, .&,.|cos((0; &), 1)|. |sin((0; &), &)|. Isin((0; 13 &), &)

.|sin((0; e; e3; €3), e’4)| |sin((0; e1; ey e3; ...;e’n_l) , e’n)|

5.10d Croissance du vecteur polymixte dans {e; }4U{e’, }(n — 4)

Présentation des acteurs :

v, vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e; ;e; ;es ; e,} et borné a une norme ||v7]||. C'est
. ) —_ — — — .

un vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans {e; ;e; ;es; e, } quand il se compose avec un autre

vecteur ordinaire ou un vecteur envofiteur.

v, vecteur ordinaire générant un espace 1D, sur {e;;e,;es;e,} et borné a une norme ||v;]|. C'est un
vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e; ;e ; e5 ; e, } quand il se compose avec un autre vecteur
ordinaire ou un vecteur envoiteur.

— . . 7.z 7 —_— — — —> N — )
U5 vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { €7 ; e, ; e3 ; e,} et borné a une norme ||v3]|. C'est
un vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans {e; ;e; ;e5 ;e } quand il se compose avec un autre
vecteur ordinaire ou un vecteur envofiteur.

— . . s 7 7 —_— — — —> N — )
v, vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { €7 ; e, ;e3 ; e,} et borné a une norme ||v,]|. C'est
un vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e ;e; ;e5 ;e } quand il se compose avec un autre
vecteur ordinaire ou un vecteur envoiteur.

e, vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e; } et borné a une norme 1. C’est un vecteur qui
ne peut pas changer d’aspect dans { e;} quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur
envoiiteur.

e, vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e, } et borné a une norme 1. C’est un vecteur qui
ne peut pas changer d’aspect dans { e, } quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur
envoiiteur.
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e5 vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e5 } et borné a une norme 1. C’est un vecteur qui
ne peut pas changer d’aspect dans { e5} quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur
envoiiteur.

e, vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e, } et borné a une norme 1. C’est un vecteur qui
ne peut pas changer d’aspect dans { e,} quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur
envoiiteur.

e's vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e's } et borné a une norme 1, orthogonal a tout

autre vecteurde { e, }4 U { e—’p) }(n — 4). C’estun vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e_’_r:} quand

il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur envoliteur.

v, A Vg vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur {e;;e;;es;e, } et borné a une norme
||[v; A v7||. C'est un vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans {e; ; e ; e5 ; e, } quand il se compose avec
un autre vecteur ordinaire ou un vecteur envoiiteur.

-
v3X (v, A v7) vecteur envoliteur d'un objet polymixial 3D formé sur { e; ; e, ; e5 ; €4} et borné a une norme
| |v_3’(v2 A7) | |. C’est un vecteur qui peut changer d’aspect dans { e; ; e, ;es ; e, } quand il se compose
avec un vecteur ordinaire.
pm = v, Av3X (v, A V7)) vecteur polymixte ordinaire générant un espace 1D, formé sur {e; ;e; ;e3;e, }
4//4

R4-
et borné a une norme ||v, AU3X(v, AD7) [|. C'est un vecteur qui est soit nul, soit indéfini dans

{e;;e;;es3;e, } oubienn’aqu’un seul aspect confiné a e’s dans { e ;e;;e3€,;€'s }

pm = e'sX (v, Av3X (v, AV;)) vecteur polymixte envoiliteur d’un objet polymixial 4D formé sur
4//5
RS

— JEN— _—
{ e;;e,;es ey; e’5} et borné a une norme | |e’5(74’ AV3R(V5; A7) | |. C’est un vecteur qui peut changer
d’aspect dans { e1;€5;€3;€4; e’5} quand il se compose avec un vecteur ordinaire.

kkk

Pour cette croissance, on pose que chacun des vecteurs de la famille {v,; v3; v5; v;} est non nul. Sinon la
_—
séquence v, A V3X (v, A V;) serait indéfinie car on ne définit pas de produit vectoriel avec un vecteur

indéfini ou nul. Par suite tous les polymixtes A partirde pm = e', (A K)" ... T, A 13X (V, A D;) seraient
4//(n=3)
RTL

aussi indéfinis .

Ona:
— — — — — —_— — — —>
171(171|1. eq + v1|2. ey + v1|3. e3 + v1|4. e4)C0nf{ €16 ;33 ;64}
— — — — — —_— — — —>
UZ(U2|1.61 + vzlz.ez + v2|3.e3 + v2|4.e4)60nf{ €1,€,€3 ;34}

— — — — — —_— = — —>
173(173|1.€1 + v3|2.ez + v3|3.e3 + v3|4.e4)60nf{ €1,€,€3 ;84}
— — — — — —_— — — —
174(U4|1. eq + U4_|2. (=5) + v4_|3. €3 + U4_|4_. 64)C0nf{ €1,€5,€3 ;64}
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m=4;n=0

[In'y a aucun vecteur e—’p) etaucun vecteur e,. Le polymixte n’est pas défini dans { e, }4 U { e—’p) }(0 -4)=0,
puisque dans cet ensemble il n’existe rien, pas méme le vecteur nul.

pm = indéfini
41/?/00 (0;v1;v3;v3;v4)0D

m=4;n=1

Les vecteurs vy, U5, U5 , U sont confinés a la famille {e; ; e, ; €3 ; e,} qui est liée et génére R! . Il n'y a aucun
vecteur e’, et vy, V5, U5, U, sont alors obligatoirement liés dans une droite. Il n’existe pas suffisamment de

—_—
dimensions dans R! pour définir un vecteur nul orthogonal a v; et a ,. La séquence 73X (v, A ;) est donc
indéfinie. Par suite le polymixte ordinaire est indéfini :

pm = v, A3 X (v, AVy) = indéfini
4{-‘,/11 ( V_l); ﬂ;ﬁ;ﬁ )COnf{a;a;a;a}

g g
(0;v1;v3;V3;V4)1D

Conclusion

On conclut que si I'objet (0; vy ; V5 ; V3; v4) ) est de dimension égale a 1, pmi n’est pas défini. Le vecteur
4//1
R1

ordinaire v, et v3X(v, A v;) ne sont ni libres ni liés parce que v;X (v, A V) est indéfini.

* k%

m=4;n=2

Les vecteurs vy, U, U3, U, sont confinés a la famille {e; ; e;; e5; €,} qui est liée et génére R? . Il n’y a aucun
s —_— — — —> . . 4 1

vecteur e’, et vy, U,, U3, U, sont alors obligatoirement liés dans un plan ou une droite. On a alors dans R?

trois occurrences :

1) Si (0;v;; v;; v3; V4)1D alors 7, forme un angle plat avec 75, Il y a assez de dimensions dans R? pour

7 Cr - - - . 7 - . - . 7 N> N —>
définir un produit vectoriel de vecteurs colinéaires qui serait simultanément orthogonal a v; et a v, . La
séquence est donc définie :

ol

— —
UV, Ay =
(0;v1;v3;v3;V4)1D
s s s
(v1;7;; V34 )conf{ ey ;e; ;3 ;es}

Mais la séquence suivante construite avec un vecteur nul est indéfinie :

v3X (v, AVy) = indéfini
(0;v71;v;;v3;V4)1D
(v1;v; ;03 V4 )conf{eg ;e; €3 ;es}

Par suite le polymixte ordinaire construit avec un indéfini est indéfini :
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pm = v, A3 X(v, AVy) = indéfini
4//2 (0;v1 ;v ; v3; v5)1D
R? (v1;v3; v3; V4 )conf{eg ;e; ;€5 €5}

Conclusion

On conclut que si (0;v7; v;; vs; V,)1D, pm n'est pas défini. Le vecteur ordinaire v, et I'envoliteur
4//2

R2
—_— _—
v3X (v, A7) ne sont ni libres ni liés parce que 73X (v, A ;) n’est pas défini.

%k k
2) Si (0;v;]; v,; v3; V4)2D et si (0;v;; v, )1D alors v, forme un angle plat avec vy, Il y a assez de

dimensions dans R? pour définir un produit vectoriel de vecteurs colinéaires qui serait simultanément
orthogonal a v; et a v, . La séquence est donc définie :

ol

— —
Uy AUy =
(0;v1;V,;V3;V4)2D
(v1;77 ;0304 )conf{ e je; je3 ;eq}
(0;v1;v,)1D

Mais la séquence suivante construite avec un vecteur nul est indéfinie :

e
U3 X (v, A V7)) = indéfini
(0;v1;V5;V3;V4)2D
(v{;v7 ;3 bg Jconf{e] &7 ;e jeq}
(0;91;v;)1D
Par suite le polymixte ordinaire construit avec un indéfini est indéfini :
—_—
pm = v, AU X (v, A7) = indéfini
4//2 (0;v1 ;3 ;v3; v4)2D
R2 (V1 ;v ;v3; v4 )conf{ e je; ;e3 jeq}

(0;v1;7;)1D

Conclusion

On conclut que si (0;v;; v, ; Vs; v4)2D etsi (0 ;vy; v, )1D, pm n'est pas défini. Le vecteur ordinaire
4//2

R?2
v, et 'envoiteur v3X (v, A v7) ne sont ni libres ni liés parce que v3X (v, A v;) n’est pas défini.

* %k %

2)Si(0;v1; v, ; V3; v4)2D etsi(0;v;; v, )1D alors v, forme un angle non nul avec v7 , il n’y a pas assez
de dimensions dans R? pour définir un produit vectoriel de vecteurs non colinéaires qui serait
simultanément orthogonal a v; et 3 v, . La séquence est donc indéfinie :

U, AUy = indéfini
(0 V1, V2,5 V3; 174)2D
(v1;7; ;3 V4 )conf{ef ;e; ;e3 ;e5}
(0;v1; v7)2D
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La séquence suivante construite avec un vecteur indéfini est indéfinie :

—_——
v3X (v, AVy) = indéfini
(0;v{;V;;V3;V4)2D
(v1; V3 ;304 Jconf{eg ;e; ;€3 ;e4}
(0;v1;v3)2D

Par suite le polymixte ordinaire construit avec un vecteur indéfini est indéfini :

—_—

pm = v, AvsX(v, AVy) = indéfini
4//2 (0;v71 ;v ;V3;V4)2D

R2 (v1;v2;v3; v )conf{eg ;e; ;e3 ;ex}

(0;v7;v2)2D

Conclusion

On conclutquessi (0 ;vy; v, ; V3; V4)2D etsi (0;v7; v5)2D, pm n’est pas défini. Le vecteur ordinaire v, et
4//2
R2

I'envoiteur v;X (v, A v7) ne sont ni libres ni liés parce que v3X (v, A v7) n’est pas défini.

%k %k 3k
m=4;n=3

Les vecteurs vy, U, U3, U, sont confinés a la famille {e; ; &;; €5; €,} qui est liée et génére R3 .1l n’y a aucun
- _— — — — . . . . . .

vecteur e’, etvy,v,, V3, v, occupent soit une droite, soit un plan, soit un volume . On distingue alors dans

R3 quatre occurrences :

1)Si(0;v1; v, ; v3; v5)2D ou 1D etsi (0; vy ; v, )1D, 1y a assez de dimensions dans R3 pour définir un
produit vectoriel nul de vecteurs colinéaires qui serait simultanément orthogonal a v; eta v, . La séquence
est donc définie :

ol

— —
Uy AV S S
(0;v1;v;;v3;v4)2DoulD
(v1;v7;v3; V4 )conf{ ey ;e; ;65 €4}
(0;v1;9)1D

Mais la séquence suivante construite avec un vecteur nul est indéfinie :

v3X (v, AVy) = indéfini
(0;v1; v, ;v3;V4)2DoulD
(v1;772 ;73 V4 )conf{ e ;e; ;e3 ;e4}
(0;77;72)1D

Par suite le polymixte ordinaire construit avec un indéfini est indéfini :

-

pm = v, AV X (v, AVy) = indéfini
4//3 (0;v1;v;;V3;V,)2DoulD

R3 (v1;v3; v3; V4 )conf{ ey je; ;e3 ;e532D

(0;v1; 72)1D
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Conclusion

On conclutquesi (0 ;1 ; v, ; Vs; vg)2DoulD etsi(0; vy ; v, )1D, pm n’est pas défini. Le vecteur ordinaire
4//3

R3
v, et 'envolteur v;XI (v, A V;) ne sont ni libres ni liés parce que v;X (v, A v;) n’est pas défini.

* % %

2)Si(0;v7; vy ; v3; 2)2D ou 1D etsi (0; V7 ; v, )2D, il y a assez de dimensions dans R® pour définir un
produit vectoriel non nul de vecteurs non colinéaires qui serait simultanément orthogonal a v; eta v, . La
séquence est donc définie comme vecteur non nul :

ol

v, AV{ B
(0;v1;V;;v3;V4)2DoulD
(v1;77 ;0304 )conf{ e je; je3 ;eq}
(0;v7;v2)2D

U3 et U, sont alors coplanaires avec (0;7;; v;)2D . Comme cos(vs,(¥; AV;)) =0, la séquence
suivante estvecteur envoiiteur nul de R3 formésur{e;;e;;es;e,}:

ol

v3X(v; A Vy) =

— = — —

(0;v{;v;;v3;V4)2DoulD
(v1;v7; V304 Jconf{eg ;e ;€3 ;€4
(0;v1;v2)2D

Par suite le polymixte ordinaire construit avec un vecteur nul est indéfini :

—_—
pm = v, A3V, Avy) = indéfini
4//3 (0;v1;v;;V3;v,)2DoulD
R3 (v1;v7;v3; Vs )conf{e; ;e; ;€5 €5}

(0;v7;v2)2D

Conclusion

On conclut quesi (0 ;v7; v, ; V3; Vs)2DoulD etsi (0;v; ; v, )2D, pmi n’est pas défini. Le vecteur ordinaire
4//3

R3
—_— = =7
v, et'envolteur v;X (v, A v;) = 0 sont liés.

%k %k %k

3)Si(0;v7; v, ; Vs; v4)3D etsi(0;v); v, ; V3 )2DoulD ily a assez de dimensions dans R3 pour définir

la séquence VX (v, A7) = 0 ou indéfini qui est un envoliteur nul ou indéfini d’'un objet polymixial
3 2 Ay

indéfini ou de dimension inférieure a 3, formé sur { e; ; e, ; e5 ; e,}. Le polymixte ordinaire construit avec

un vecteur nul ou indéfini est indéfini :

-
m = v, AvX(v, AV = indéfini
4 3 2 1
4{{; (Vy; V2;V3:0, Jconf{er;ez;e3,64}

(0;v1;v2;v3;v4)3D
(0;v1;v3;v3)2DoulD
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Conclusion

On conclut que si (0 ;v ; v, ; vs; v4)3D etsi (0;vy; v, ; v3 )2DoulD, pm n’est pas défini. Le vecteur
4//3
R3
ordinaire v, et 'envoiiteur v;X(v, A v;) sont liés si ce dernier est vecteur nul, sinon on ne peut pas dire
s’ils sont libres ou liés

* % %

4)Si (0;v7; vy ; v3; U2)3D etsi(0;v;; v,; V3 )3D ily a assez de dimensions dans R3 pour définir la
séquence ;X(v, AD;) # 0 qui est un envoliteur non nul d'un objet polymixial 3D, formé sur
{e;e;;e35;e4).

Mais le vecteur v, est alors, par manque de dimension, dans l'espace de l'objet (0;v;; v, ; v3 )3D. Le
vecteur v, et I'envoiteur v3X(v; A v7) sont donc liés. D’autre part, il n'y a pas assez de dimensions dans

R3 pour définir un produit vectoriel nul de vecteurs liés qui serait simultanément orthogonal a 7, et a

I'envoiteur v;X (v, A 77) qui représente tous les vecteurs qu’on peut construire sur { e; ; e, ;e;;e,} . Le
polymixte ordinaire est donc indéfini :

_—
pm = v, A3 X(v, AVy) = indéfini
4{2/33 (U1; V253,04 Jconf{er;ez;e3:e4}

(0;V1;V7;03;V4) 3D
(0;v1;v7;v3)3D

Conclusion

On conclut que si (0;v;; vy ; vs; v4)3D et si (0;v1; v;; V3 )3D, pmi n'est pas défini par manque de
4//3

R3
dimensions. Le vecteur ordinaire v, et ’envoiiteur v;X (v, A v7) sont liés.

* k%

Note : v, est dans le méme sous-espace de dimension 3 que v;XI(v, A v;) par [’angle plat qu’il forme avec une
combinaison linéaire des 3 vecteurs de I’objet (0 ; V7 ; v, ; V3 )3D. Lesvecteurs v, etv;X (v, A v;) sont définis
comme liés dans R3 mais ona v, Av;X(v, AV;) = indéfini par manque de dimensions. De la méme fagon,

v, et v, sont définis comme liés dans R! et ona v, Av; = indéfini par manque de dimensions.

Conclusion

On conclut que si I'objet (0 ; vy ; V5 ; V3; V,) est de dimension inférieure ou égal a 3, pmi n’est pas défini
4//3

R3
* k¥
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m=4;n=4

Les vecteurs vy, U,, U3, U, sont confinés a la famille {e; ; e,; e3; e,} qui est libre et génére R* . [l n’y a aucun
s —_— — — —> . . . . . .

vecteur e’, etv;,v,, Vs ,V, occupent soit une droite, soit un plan, soit un volume, soit un objet 4D. On

distingue alors dans R* cinq occurrences :

1)Si(0;vy; v;; v3; v3)2D ou 1D etsi (0 ;7 ; ¥, )1D, Il y a assez de dimensions dans R* pour définir un
produit vectoriel nul de vecteurs colinéaires qui serait simultanément orthogonal a v; eta v, . La séquence
est donc définie :

ol

— —
V2 Ay . S
(0;v1;v,;v3;V4)2DoulD
(v1; 77 ;0304 Jconf{ef ;e; je3 ;eq)
(0;v1;v2)1D

Mais la séquence suivante construite avec un vecteur nul est indéfinie :

v3X (v, A7) = indéfini
3 (0;v1;v;; v3; Vg)2DoulD f
(v1; V7 ;0304 Jconf{eg se; €3 5e,}
(0;v1;v2)1D

Par suite le polymixte ordinaire construit avec un indéfini est indéfini :

B
pm = v, AvsX(v, AVy) = indéfini
4//4 (0;v1 ; V3 ; V3; Vg)2DoulD

R4 (v1;v3; v3; Vs )conf{ ey je; ;e ;e532D

(0;v7;v2)1D

Conclusion

On conclut quessi (0 ; vy ; v, ; V3; V4)2DoulD etsi (0; vy ; V5 )1D, pmi n’est pas défini. Le vecteur ordinaire
4//4
R4—

v, et 'envoiteur v3X (v, A v7) ne sont ni libres ni liés parce que v3X (v, A v;) n’est pas défini.

* k%

2)Si(0;v7; v, ; Vs V4)2D oulD etsi(0;v;; v, )2D,ilya assez de dimensions dans R* pour définir un
produit vectoriel non nul de vecteurs non colinéaires qui serait simultanément orthogonal a v; eta v, . La
séquence est donc définie comme vecteur non nul :

ol

—_— —_—
Uy Ay I~
(0;v1;V;;v3;V4)2DoulD
(v1;v7 ;73 v )conf{ ey ;e; ;e ;e5}
(0;v7;77)2D

U3 et T, sont alors coplanaires avec (0;v5; v;)2D . Comme cos(vs,(V; AV;)) =0, la séquence
. A 3 7 i e s (I
suivante estvecteur envotteur nul de R> formésur{e;;e;;e;;e,}:

ol

_—
3KV, AVy) =,
(0;v1; 75 ;V3; V5)2DoulD

(v1; V2304 Jconf{ e ;e; ;e3 ;e5}
(0;v1;v3)2D
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Par suite le polymixte ordinaire construit avec un vecteur nul est indéfini :

m = v, AvsX (v, AVy) = indéfini
i e (0 97 ;93 ;3 9;)2DoulD /
R* (v1;v3; v3; V4 )conf{eg ;e; ;€5 ;e5)

(0;v1; v3)2D

Conclusion

On conclutquesi (0 ;v7; V5 ; vs; U4)2DoulD etsi(0;v; ; v, )2D, pm n’est pas défini. Le vecteur ordinaire
4//4

R4
-
v, et'envolteur v;X (v, A v;) = 0 sont liés.

k% ¥

3)Si(0;v7; v, ; Vs; V4)3D etsi(0;v]; v, ; V3 )2DoulD ily a assez de dimensions dans R* pour définir
la séquence v3X (v, AVy) = 0ou indéfini qui est un envoliteur d'un objet polymixial indéfini ou de

dimension inférieure a 3, formé sur { e; ; e, ; e5 ; e,}. Le polymixte ordinaire construit avec un vecteur nul
ou indéfini est indéfini :

_—
D = Uy A TR (05 A DY) = indéfini
4{3{;4 (V1; U2;v3;0s )conf{er;e;;e3;e5}

(0;77;72;73;v4)3D
(0;v1;v3;v3)2DoulD

Conclusion

On conclut que si (0;v7; v, ; v3; v,)3D etsi (0;v;; v, ; V3 )2DoulD, pm n’est pas défini. Le vecteur
4//4
R4
—
ordinaire v, et I'envoliteur v;X (v, A v;) sont liés si ce dernier est vecteur nul, sinon on ne peut pas dire
s’ils sont libres ou liés

* k%

4)Si (0;v7; v, ; Vs; 12)3D etsi(0;v;; v,; v3)3D il y a assez de dimensions dans R3 pour définir la
séquence 7;X(v, AV;) # 0 qui est un envoliteur non nul d'un objet polymixial 3D formé sur
{e;;e,;e;;e,}. Mais le vecteur v, est alors dans l'espace de l'objet (0 ;v;; v, ; V3 )3D. Le vecteur v, et
'envolteur 73X (v, A ;) sont donc liés. D’autre part, il y a assez de dimensions dans R* pour définir un

produit vectoriel nul de vecteurs liés qui serait simultanément orthogonal a v, et a v;X(v, Av;). Le
polymixte ordinaire est donc défini nul :

o e —
p‘m :174/\173(1]—2)/\_131)) - 0
i (3; U5793793 )conf (17838383}

(0;v1;02;V3;v4)3D
(0;v1;v3;v3)3D
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Conclusion

On conclut que si (0 ;v ; v, ; V3; v2)3D etsi (0;v;; v, ; V3 )3D, pm est défini nul. Le vecteur ordinaire
4//4
R4

—_——
v, et 'envoiteur v3X (v, A v7) sont liés.

* % %

Note : De la méme facon, v et 7, sont définis comme liés dans R% etona 7, AT; = 0 par suffisance de

dimensions.

5)Si(0;v;; v, ; V3; V4)4D onadonc (0 ;v ; U, ; V3 )3D.1lyaassez de dimensions dans R* pour définir
la séquence v3X(v; AVy) # 0 qui est un envolteur non nul d’'un objet polymixial 3D confiné a
{e;;e, ;e;;e,}. Mais le vecteur v, est alors hors de I'espace de l'objet (0 ;v; ; v, ; V3 )3D. Le vecteur v, et
I'envolteur ;X (v, A v;) sont donc libres. D’autre part, il n’y a pas assez de dimensions dans R* pour
définir un produit vectoriel de vecteurs non liés qui serait simultanément orthogonal a v, et a
v3X (v, A V7). Le polymixte ordinaire est donc indéfini :

pm = v, A3 X (v, AVy) = indéfini
i (1 937393 )conf (8178353}

(0;V1;V2;V3;v4)4D

Conclusion

On conclut quessi (0 ; vy ; U, ; V3; V4)4D, pm estindéfini par manque de dimensions. Le vecteur ordinaire
4//4

R4
v, et 'envolteur v;X (v, A ;) sont libres.

%k %k %k

Note : on décrit I’analogue dans le plan pour v, et v libre entre eux : v, est un vecteur ordinaire générant un
espace 1D formé sur { e; ; e, } et v est hors de [’objet (0 ;v; )1D , ce qui signifie que v, et v; n’ont jamais en
commun une méme direction dans I’objet polymixial 2D (il est suffisant de dire que ['un n’est pas combinaison
linéaire de I’autre) . Il n’y a pas assez de dimensions dans R? pour définir un produit vectoriel de vecteurs non
colinéaires qui serait simultanément orthogonal a v, et vy .

m=4;n=5

Le repeére (0; 7 ; &5; €3; €55 e—’s)) est 5D. L’objet (0; 77 ;U5 ; U; Us; €'s ) est 5D ou 4D ou 3D ou 2D. Le vecteur
ZD-) est orthogonal a tous les vecteurs formés par combinaisons linéaires sur {e7 ; e;; e3; e,} et n’est pas dans
espace de lobjet (0;77;7V;;7s;7;). Le vecteur ordinaire e’s et le vecteur ordinaire 7 A
13X (v, A ;) sont liés entre eux. On a alors dans R® trois occurrences :
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1) Sil'objet (0; 7y ; V5 ; U3; U ) est 2D ou 1D alors l'objet (0;7v7 ;75 ; V3; v_L{;e—’S)) est 3D ou 2D. On a conclu

en m=4; n=4 que la séquence v, AV;X (v, AV;) est indéfinie. Par suite le polymixte envoiiteur
construit avec un vecteur indéfini est indéfini :

e R AR (W, ATy)) = e R(ndéfin ) = indéfini

—

m =
4//5 (V1;V3;3;v5) conf{es;ez;es5es}
R> (0;17_1’ U, Vsvge’ s )3D0u2D

(0;v1 ;v5 ;V3;v4)2DoulD

Conclusion

On conclut que si (0; V7 ;75 ; V3 Vg3 €'s )3Dou2D, pmi est indéfini. Le vecteur ordinaire e’s et le vecteur
4//5
RS

ordinaire v, A 73X (v, A v7) ne sont ni libres ni liés car v, A v3X (v, A V1) est indéfinie.

k k¥

Note : si les vecteurs vy, v, U5, U, €tait confinés a une base de R* contenant e’s , par exemple {e3; e3; e5; e's},
on ne pourrait pas utiliser ce raisonnement.

2) Si l'objet (0;v; ;5 ;v3; v, ) est 3D alors 'objet (O;U_l);v_z’;v_g; v_{;e_’s)) est 4D. On a conclu en m =

4; n =4 que la séquence v, Av3X(v; AV;) est indéfinie ou nulle. Par suite le polymixte envoiiteur
construit avec un vecteur indéfini ou nul est indéfini :

. @@Aﬁ(@’Aﬁ)) = e—"l;)(lndéfml ou0 ) = indéfini

m —_— — — —> - — > —
4//5 (W1;V2;v3;v)conf{es;ez;ez;ey
5 T L S
R (051 7w iwsivise’s )aD

o e e
(0;v7 ;5 ;v3;v4)3D

Conclusion

On conclutque si (0; 7y ; V5 ; U3; Uy; €'s )4D, pmi estindéfini. Le vecteur ordinaire e’ etle vecteur ordinaire
4//5

RS
> —_— Y — — J— . J O]
v, A3X(v, A ;) sont liés entre eux si v, A V3K (v, A v7)=0, si v, A3 (v, A Vy) est indéfini on ne peut
pas dire s'ils sont libres ou liés.

* %k %

3)Sil'objet (0; V7 ; V5 ; V3; Uy) est 4D alors l'objet (0;71 ;75 ;V3; Uy e—’5)) est 5D. il y a assez de dimensions
dans RS pour définir T, A ;X (v, AT;) # 0 orthogonal a 7, et & 7;X(v, Av;) envoiteur d’un objet
polymixial 3D formé sur {e7; e;; e5; €4 }.

—_—

Donc v, A 73X (v, A v7) ne peut étre que confiné a e’, la dimension supplémentaire d’espace orthogonale

a tous les vecteurs formés sur {e;;e,;e;;e,}. Le vecteur ordinaire e’s et le vecteur ordinaire

v, AN3X (v, AV;) sont liés.
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Onalerepére (0 ; e ; e ,; e3; 4; €'s) pentadimensionnel. On choisit librement dans cet espace 5D la valeur
d’opérateur ¢, = 1 ou y; = —1 pour y caractériser l'orientation directe ou indirecte du produit vectoriel.

Si une valeur est choisie pour une des deux orientations, la valeur contraire s’applique a I'orientation
contraire.

On choisit la valeur d’opérateur & pour caractériser I'orientation directoide ou indirectoide de l'objet
(0;e; €53 eq; e—’s)) Sil'objet est directoide, alors & est du signe qu’on a choisi pour {5, qui caractérise
l'orientation directe du produit vectoriel dans I'espace 5D. Si I'objet est indirectoide, alors & est du signe
contraire a celui qu'on a choisi pour s, qui caractérise l'orientation directe du produit vectoriel dans
I'espace 5D.

On liste les produits vectoriels non nuls avec des angles quelconques entre les vecteurs de base de
CHZHNE

e; Ne; = (e1ey))1.€1 + (e1€x) 2. 87 + (e1ex) 3.5 + (e1€3) 464
[ — — —_— — —
e; Nez = (ee3)j1-e1 + (e1e3)2.€; + (e1e3)3.€35 + (e1€3)4-€4
[ — — —_— — —

1Ney = (erey))1-e1 + (e1e4)2-€; + (e1€4)3.€5 + (e1€4)4-€4
e; Nes = (eze3)1.€1 + (e2€3) 2. €5 + (€z2€3)3.€5 + (€2€3)14-€4
e; Ney = (eze4)1-€1 + (eze4) 2. €2 + (e284) 3. €35 + (€2€4)14-€4

e3 Neg = (e3ey))1.€1 + (e3e4) 2. €5 + (e3e4) 3. €3 + (e3€4)s. 84

Mais on ne sait pas exprimer géométriquement leurs coordonnées comme on |'a fait dans I’espace euclidien.
D —————
On cherche donc une forme analytique de V73X (v, AD;) qui est un vecteur envoiteur d’'un objet

env, |
{e1;ez;e3;e4)

polymixial3D formé sur { e ; e, ; €5 ; e, }. Son vecteur unitaire est donc qui représente toutes les

env, _,
{et;ez;esieq}
combinaisons linéaires possibles sur R* = {e] ;e ; e; ; e,} et occupe donc toutes les directions dans R*,
chaque direction ayant 2 sens.

Lobjet (0; v1; v, ; V3) est nécessairement 3D si l'objet (0; vy ; v, ; V3; V) est 4D :

R AVy) =

(V1;02:03)conf{e];e5;e3:e5}
(0; 1'¥5 U3) 3D

env
> e = > _ferieziesies}
[(V3|1- e+ V3|2-€_2) + V3|3-€_3) + V34 e4)((”2”1)|1-a + (V2V1)|2-a + (U2U1)|3- ez + (U2U1)|4- €s). e

__ e |
{er;ez;ezseq}

= [v3)1. (V2011 + V3p2- (V201) )2 + V313. (V201) 13 + V3pa- (V2V1) 14

+cos(eq, e3). (V3|1- (vov1))2 + V32 (V2V1)|1)
+cos(e7,€3) . (V311 (V1) ;34 V313 (V2v1)1)

+ cos(eq, ey) . (v3|1. (v2v1) 14+ V3 4 (V2V1)|1)

+ cos(e;, €3). (v3|2. (V2v1))3 + V33 (v2v1)|2)

+cos(ez, ey) . (U3|2- (V2v1) 4 + V34 (U2U1)|2)
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env
{el;ez;e35e4}
+cos(e3,€3) . (V3)3- (V2014 + V3ps. (Vp01)j3)] T2

{eliezses5e4}

Avec:
4-1 [4-p
VoUp) = (v R —v v ).ee ,
W2Vt o Zl 2, P2 i = Vol Vil (epern),
V,#0 et 1;#0 p= -
Qui donne :
(172171)|1 = (172|1-171|2 —V212- V11 ) . (elez)u + (v2|1.v1|3 —V213- V1)1 )-(9133)|1
+ (172|1-171|4 — V2)4- V1)1 ) (ere)n + (v2|2.v1|3 — V213-V1)2 ) (eze3)1
+ (172|2-171|4 — V2)4-V1)2 ) (ezey)n + (v2|3. V14 — V2)4- V1|3 ) NCAM
(v2v1)|2 = (v2|1.v1|2 — V212 V11 ) . (3132)|2 + (V2|1-U1|3 —V213-V11 )-(6’16’3)|2
+ (172|1-171|4 — V2)4- V1)1 ) (eres))z + (v2|2.v1|3 — V213-V1)2 ) (eze3)2
+ (v2|2.v1|4 — V2)4- V1|2 ) (ezey) 2 + (U2|3- V14 — V2)4- V1|3 ) (eseq)2
(U2U1)|3 = (U2|1-171|2 — V212 V11 ) . (9192)|3 + (U2|1-U1|3 — V213 V1)1 )-(6’193)|3
+ (V2|1-171|4 — V4. V1)1 ) (ere4) ;3 + (U2|2-U1|3 — V2|3-V1)2 )-(6'233)|3
+ (v2|2.v1|4 — V2)4-V1)2 ) (ezey))3 + (v2|3. V14 — V2)4- V1|3 ) (eseq)s
(172171)|4 = (172|1-171|2 — V212 V11 ) . (3132)|4 + (v2|1.v1|3 — V13- V1)1 )-(3133)|4
+ (172|1-171|4 — V2)4- V1)1 ) (ere4) s + (v2|2.v1|3 — V213-V1)2 )-(3233)|4
+ (U2|2-U1|4 — V214-V1)2 ) (eze4)js + (U2|3- V14 — V2)4- V1|3 ) (e3€4)a
Ona:

B —

R AT) o=

(vi;vz;v3)confes ez ez}

(0; 91597 ;v3) 3D

[ V311 (v2)1- V12 — V22 Vit -cos(e_f,e_{)-(elez)u
A\ V211- V113 — V213- V11 -Cos(a;a)-(e1e3)|1
A\ V2)2- V13 — V213- V12 -COS(a'a)-(€2€3)|1
.cos(er, e7) . (ezeq)1

.cos(eq, e7). (9394)|1

+173|1-(172|1-771|4 _V2|4-U1|1)-C05(91;91)-(9194)|1
-(172|2-U1|4 —172|4-U1|2)
-(172|3-U1|4 —172|4-U1|3)

s
+ v3)2. (U2|1-171|2 —V212: V11 ) .cos(ez, €3). (€1€Z)|2

+V3)2. (V2|1-V1|3 — V13- V11 ) .cos(ez,e3) . (ere3)2



+173|3-(U2|1-171|2 —Vz2.V1p1 ). cos(e3,€3).(e1€3)3

+U3|3
+v33.
+v33.
+U3|3

+U3|3

(
(
(
(
(

V211- V113 — V213- V11
V211- V1) — V2)14- V11
V212- V113 — V213-V1)2
V212: V1|4 — V2)4-V1)2

V213-V1ja — V2)4- V13

.cos(es, e3). (ere3)3

.cos(e3,€3) . (ere4)p3

)
)
)
).
)
)

cos(es, €3). (6263)|3

.cos(es, e3) . (eze4)3

.cos(es, €3). (6394)|3

—
+ 773|1-(V2|1-V1|2 — U212- V11 -C05(91"32)-(91‘32)|2

+v3);.
+U3|1
+U3|1
+v3);.

+'|73|1

(
(
(
(
(

V211- V13 — V213- V11
U211- V1) — V214 V11
V212- V113 — V2)3-V1)2
V212- V1|4 — V2)4-V1)2

V213-V1ja — V24- V13

.cos(eq, ;). (e1e3));

)
)
).
)
)
)

cos(eq,e3) . (e1€4))2

.cos(e7,e3) . (eze3)2
.cos(ef, ;). (3234)|2

.cos(eq,e3) . (eses))2

—
+ 173|1-(172|1-V1|2 — V212- V11 -005(91'93)-(9192)|3

+v3);.
+v3);.
+v3)1.
+v3);.

+U3|1

— —
+ v3)1. (V2|1- V12 — V2)2- V11 ) .cos(eq, es) . (9192)|4

(
(
(
(
(

V2)1- V113 — V2)3- V1)1
V211- V114 — V2)4- V11
U2)2- V13 — V2)3-Vq)2
V212:V1j4 — V2)4-V1)2

V213 V1|4 — V24 V13

.cos(ey, e3). (9193)|3

)
)
).
)
)
)

cos(ey, e3). (9194)|3

.cos(ey, e3) . (6263)|3
.cos(e7, e3). (9294)|3

.cos(e7, e3). (9394)|3

+v3)1. (172|1- Vi3 — Vz3- V1)1 ) .cos(e7,e) . (e1€3))4

+v3)1. (172|1- V14 — V214 V11 ) .cos(e7, ey). (9194)|4

+ V3)4.
+U3|4.
+U3|4.
+V34-
+U3|4.

+U3|4.

+ V3.
+U3|2.
+v3);.
+3);.
+U3|2.

+U3|2.

+ U3|3.

+U3|3.

+U3|3.

.U1|3

.U1|4

.U1|2

.171'3

BSTE

.171|3
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V112 = V2)2-
‘U113 — Vz)3-
-V11a — V2)4-
V113 — V2)3-
V114 — V2|4
.171|4 - U2|4.

V1142 — V214 V11
V213-V1)2

V1) — V2)4-V1)2

—V212- V11
—V213- V11
V114 — V214 V11
V13 — V2)3-V1)2
V114 — V2)4-V1)2

V114 — V24- V13

-V112 — V2)2- V11
—V213- V11
-V1ja — V2)4- V11
— Vz13-V1)2
V114 — V2)4-V1)2

V114 — V2)4- V13

2151
V11
2151
V12
V12

V13

):
):
):
):

\_/\_/\_/v\_/v

cos(ez, €7)
cos (e, €7)

cos(ez, €7)

.cos(ez, es)
.cos(ey, ey)

.cos(ey, e4)

)
)
)
).
)
)

cos(ey, €4)

.cos(ey, e)
.cos(eg, e)

.cos(eq, e;)

.cos(e7, ;)

)
)
).
)
)
)

cos(eq, €3)

.cos(eq, e;)
.cos(eq, e;)

.cos(eq, e;)

-cos (e, e3)

-cos(eq,€3)

-(3134)|2
-(3233)|2
-(3294)|2

cos(ez e3).

(3334)|2

. (‘31‘32)|4
. (3133)|4
. (3134)|4
. (‘32‘33)|4
. (3234)|4

. (3334)|4

-(€1ez)|1
. (6163)|1
-(6134)|1
-(6233)|1
-(6264)|1

-(6334)|1

. (€1€Z)|1

-(3133)|1

.cos(e7, €3). (6194)|1

.cos(ef, €3)
-cos(ey, €3)

-cos(e7,e3)

-(6293)|1
-(3294)|1

-(9394)|1



+V3)1- (U2|2- V13 — V23- V1|2 ) .cos(e7,e) . (e2€3)4
+V3)1- (U2|2- V14 — V2j4- V12 ) .cos(e7,e) . (e2€4) 4

—
+V3)1. (V2|3- Vija — V2j4-V1)3 ) .cos(eq, e5) . (ese4))4

cos(ey, e3). (3132)|3

cos(ez,e3).(e13))3

+ U3|2-(U2|1-U1|2 = V2p2- V11
U312\ V2j1- V13 — V2)3- V1)1
+U3|2
cos@,e_g’)-(ezes)m
cos(ez, e3) . (‘3294)|3

cos(ez,e3) . (eses)3

U312\ V2j2: V1|4 — V2)a- V1|2

):
):
V211-V1ja — V2)a- 171|1) COS(e_z',e_g’)-(ele4)|3
):
):
):

(
(
+v3)2. (Uz|z Vi3 — Vz3-V1)2
(
(

V213-V1ja — V2)4- V13

.cos(ey, eq). (3132)|4

.cos(ez,e;).(e1€3)}4

+173|2-(Vz|1-171|z — V22: V11
tV3)2. |\ V2)1- V13 — V23- V11
+U3|2
-COS(?Z;G_AD-(?Z%)M
.cos(ez, e3). (9294)|4

.cos(ez,€5) . (e3e4) s

tV3)2- |\ V2j2: V1j4 — V2)4- V1|2

)

( )

(Vz|1 V14 — Vz|4-”1|1)-Cos(a;e_{)-(ﬁeﬂu
+v3)2. (Vz|z V1j3 _Uz|3-”1|z)

( )

( )

tVU3)2.( V2)3- V14 — V214 V13

+ V33. (V2|1- V12 — V22- V11 .cos(e3, €5). (9192)|4

NN
+V3)3- | V21- V1j3 — V23- V11 ) - cos(e3,€4) . (e1€3))4

tV313. | V2)1. V1ja — V2)4. V11 -C05(9_3),9_4))-(9194)|4

+V313. (V2)2- V1ja — V2ja- V12 ) - cOS(€3,€4) . (€2€4) 4

.cos(es, e5). (9334)|4

)

( )

( )
+v3)3. (V2|2 V113 _V2|3-V1|2)-Cos(a:a)-(ez%)m

( )

( )

tV313.( V2)3. V14 — V2)4- V13

+ 173|4.
+V3)4.
+U3|4.
+U3|4.
+v3)4.

+U3|4.

(
(
.(v2|1.v1|4
(
(
(

(
(
(
.(v2|2.171|3
(
(

(
(
.(v2|1.v1|4
(

Le Polymixte Envoliteur 237

V211- V112 — V2)2- V11
V211- V113 — V2)3- V11
V214- V11
V212: V113 — V2)3-V1)2
V212-V1ja — V2)4-V1)2

V213-V1j4 — V2|4- V1|3

V211- V112 — V2)2- V11
V211- V113 — V23- V11

V211-V1)4 — V214- V11

VU2)2:- V1|4 — V24- V12

V213- V1|4 — V2j4- V13

V211- V112 — V22- V11

(V2|1-171|3 —Vz13- V1)1
(V2|1-771|4 — V214 V11
(V2|2-771|3 — V213-V1)2

VU2)2: V1|4 — V24 V12

V213- V1|4 — V214- V13

V211- V112 — V2)2- V11
V211- V113 — V2)3- V11
— V214 V11

V212- V113 — V2)3-V1)2

):
):
):
):
):
):

):
):
):
):
):
):

)
)
)
)

cos(ef, es). (e1ez)|1
cos(eq,ez) . (3133)|1
cos(eg, es) . (9194)|1
cos(ey,es). (9293)|1
cos(ef, ey). (3234)|1

cos(eq, es) . (9394)|1

cos(ez, e3). (e1ez)|2
cos(ez,e3) . (31‘33)|2
cos(ez,e3) . (‘31‘34)|2
cos(ez,€3) . (e2€3))2
cos(ez, €3) - (3234)|2

cos(ez, e3) . (3334)|2

.cos(e3,ey). (6162)|2
.cos(e3,ey) - (3133)|2

.cos(ez, ey). (3134)|2

)
)
)
).
)
)

cos(ez,ey). (3233)|2

.cos(ez, es) . (eze4))2

.cos(ez, eq). (3334)|2

.cos(es, e5) . (e1€2)3
.cos(es, ey). (9193)|3
.cos(es, e5) . (e1€4)3
.cos(ez, ey). (9293)|3
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+V3)3. (172|2-V1|4 — V4. V1)2 ) .cos(e3,es) . (eze4)3
env

eq;€5;eq;e
tV3)4. (U2|3-V1|4 — V2)4- V13 ) .cos(es, ey). (9394)|3 1 M

ew ”
{erieziezieq)

On réorganise cette écriture en faisant apparaitre des termes contenus dans Det(v,; V3; V5; V1)
Det(Va; V3; V25 1

_—_——

vs® AY) =

(v1;vz;v3)confler;ez;e35e.}
(0;v13v; v3) 3D

[ v3)2- (772|3-771|4 —V2|4-V1|3) COS(el‘ez) (eseq)|1 + cos(ez,8;) . (ezey)2 + cos(ez,e3) . (e3eq) (3 + cos(ey, eq). (9334)|4]
—V3|3- (V2|2-V1|4 - V2|4-V1|2) [cos(eg, e3) . (esez) 1 + cos(ez, e3) . (ese;) 2 + cos(es, €3) . (ese2) 3 +cos(e3, ey) . (e4€2) 4]
( ) [cos(er, ey) . (eze3) |1 + cos(ez, €) . (eze3) 2 + cos(es, €y) . (eze3) 3 + cos(eq, €y) . (e2€3) 4]

tV3)4. | V2)2: V13 — V2)3- Vy

2
V3|1 (V2|3-171|4 — V2)4- V13 ) cos(ef,er). (ezey))y + cos(er, 7). (eseq) |2 + cos(ey, €3) . (ezey)|3 + cos(er, e5) . (e3€4) 4]

—V3|3. (Uz|1- Vija — V2 171|1) [cos(er, e3) . (eser)|s + cos(ey, e3) . (e4e1) |, +cos(e3,€3) . (eser) 3 + cos(es, ey) . (ese1))4]
+V3)4. (U2|1-171|3 — Vy)3-Vy ) [cos(er, e). (ere3))1 + cos(ez,e4) . (e1€3) ), + cos(es, e4) . (e1e3) (3 + cos(ey, ey) . (e1€3) 4]

[
1
V3|1 (V2|2-171|4 — V2)4- V12 ) [cos(er,er) . (ezeq) |1 + cos(er, e;) . (eze4)2 + cos(er, €3) . (e2e4) 3 + cos(e7,84) . (e284)14]
[

—V3|2- (V2|1-171|4 — V214 V11 ) [cos(es, e7). (9491)|1 + cos(ez, e7). (3491)|2 + cos(ez, €3). (9491)|3 + cos(ez, e4) . (‘3491)|4]

+V3)4. (U2|1-171|2 — V2. V1 1) [cos(er, ey). (ere2))1 + cos(ez,e4) . (e1€2) ), + cos(es, e4) . (e1€2) (3 + cos(ey, ez) . (e1€3) 4]

V3|1 (V2|2-171|3 —V213-V1)2 ) cos(ej, e7). (3293)|1 + cos(ey, e7). (3293)|2 + cos(ey, e3). (‘3293)|3 + cos(ey, eq). (‘32‘33)|4]

—V3|2- (V2|1-171|3 —V213- V11 [cos(es, e7). (9391)|1 + cos(ez, €7). (3391)|2 + cos(ez, €3). (9391)|3 + cos(ez, e4) . (‘3391)|4]
[c

+173|3-(Vz|1-171|2 — V2. V11 ) [cos(e1,€3) . (e1e;) )1 + cos(ez, €3) . (ere;) 2 +cos(es, e3) . (ee;) (3 + cos(es, ey) . (e1€3) 4]

[cos(eq,e1). (e1€2) )1 + cos(e1,€3) . (e1e2) 2 + cos(e1, €3) . (e1€2) 3 + cos(e1, €5) . (e1€2) 4]
+v3)1. (U2|1 V13 — V23- V1)1
+173|1-(Vz|1-171|4 — V212 V11

+ V3)2. (Uz|1- V12 — V212 V11

)

)
+ V31. (V 211- V12 — ”2|2-U1|1)

) [cos(er, &) . (ere3))1 + cos(e1,e3) . (ere3))2 + cos(ey, €3) . (e1e3)3 + cos(eq, e5) . (e1€3) 4]

) [cos(eq,e1) . (e1e4) )1 + cos(e1,€3) . (e1e4) |, + cos(er, €3) . (e1e4) 3 + cos(er, €5) . (e14) 4]
) [cos(ef, ez) - (e1e2) )1 +cos(e3,€7) - (e1e2) 2 + cos(ez,€3) . (e1€2)3 + cos(ez,€5) . (e1€2) 4]
+v312.

Va2-Vijs = Va3-Vap2 ) - [c0S(€7,€7) . (e2€3)1 + cos(€3,€;) . (e283) 2 + cos(€3,€3) . (e2€3)3 + cos(€3,€5) . (e2€3)}4]

+V312. (V22 V1ja — V24 V12 ) - [cOS(E7,€2) . (eze4) )1 + cOs (€7, €3) . (€264) 2 + cOs (€7, €3) . (eze4) 3 + cos (€7, €4) . (€2€4) 4]

+313. (Vo)1- V13 — V213- V11 ) - [cos(e7,€3) . (ere3) )1 + cos(ey, €3) . (e1e3)2 + cos(es, €3) . (ere3) 3 + cos(es, ey) . (e1€3))4]

cos(eq,e3) . (eze3)1 + cos(e3,€3) . (e2€3)2 + cos(e3,€3) . (ez€3)3 + cos(e3,e5) . (e2€3)}4]
+V3)4. cos(eq,es) . (e1e4)1 + cos(ez, e1) . (e1e4) 2 + cos(es, e5) . (ere4) 3 + cos(es, e) . (e1€4) 4]

cos(eq,es) . (e2e4)1 + cos(e3,€4) . (e264)2 + cos(e3,€5) . (e284))3 + cos (g, €5) . (2€4)}4]

VU2)1-V1ja — V2j4- V11

TV3)4- |\ V2j2: V1j4 — V2)4- V12

(
(
(
+v3)3. (U2|2 V13 — V213-V1)2
(
(
(
(

)1
)1
)1
)1
tV313.( V2)3. V14 — V2)4- V13 ) [cos(ef, €3) . (eses))1 + cos(ez, €3) . (e3e4) 2 + cos(e3, €3) . (e3e4) 3 + cos(e3, €5) . (e3€4) 4]
)1
)1
) |

+V314. (V23 V1ja — V2. V13 ) - |cos(er,er) . (ese4) )1 + cos(ez, e) . (ezeq))2 + cos(es, es) . (eseq) |3 + cos(ey, ey) . (3334)|4]

_env_,
{eliezie3i€4}

env
{el ey:e3; 64}

En notant ((0;e;;e;), e3), 'élévation du vecteur e; au-dessus de l'objet (0;e;;e,). En notant (eg, e;)=
((0;€)), e;) I'élévation du vecteur e, au-dessus de I'objet (0;e;), on a démontré dans les chapitres
précédents par des considérations géométriques dont les mesures d’objets réels sont les preuves de vérité,
et pour des vecteurs confinés a I'espace euclidien, que :
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Uy &5 |sin((0; €)), &) |- Isin((0; €73 ), &)

= cos(e3, e7) . (e1e;))1 +cos(es, e;) . (ere;) 2 + cos(es, €3) . (e1€2)3
= cos(ey, e1) . (ese;) 1t cos(ez, €;) . (eser) |, + cos(ey, e3) . (ezeq)3
= cos(e7, e). (3233)|1 + cos(eg, e7) . (‘32‘33)|2 + cos(ey, e3). (9233)|3

cos(ej,er). (3132)|1 + cos(ef, e;). (31‘32)|2 + cos(ey, €3). (3132)|3 =0
cos(ej, e7). (3133)|1 + cos(ef, e;). (31‘33)|2 + cos(ey, €3). (3133)|3 =0
cos(ez, 1) . (e1e2))1+ cos(ez, e3) . (e1e,) ), + cos(e3,€3) . (e1€)13 = 0
cos(e;, e7) . (eze3)1+ cos(ez, e3) . (eze3) |, + cos(ez, e3) . (ee3);3 = 0
cos(es, er). (3233)|1 + cos(es, €;). (3233)|2+ cos(es, e3). (9233)|3 =0
cos(es, e7). (3133)|1 + cos(es, e3). (3133)|2 + cos(es, €3). (91‘33)|3 =0

Note : On I’a démontré pour Vi (v, A V3), qu’on réécrit ici pour v3X (v, A v7). On se demande alors si on peut
poursuivre I’analogie dans R*. Je ne sais pas comment je pourrais projeter des coordonnées d’un vecteur sur un
axe d’une dimension que je ne peux pas visualiser. L argument de poser une analogie avec les constatations faites
dans [’espace euclidien est donc pour moi la seule fagon de formuler quelque chose, dont la preuve de vérité
suppose déja que les dimensions supplémentaires existent réellement.

On pose que, en notant ((0; ey; ey e3), E{) I'élévation du vecteur e, au-dessus de I'objet (0; ey; e5; e3). On
peut alors conjecturer :

— — —>

U & [sin((0:67), &) |- Isin((0; €75 €), &3)|. |sin((0; 73 &5 €3), &)

= cos(eq, €;) . (ezes) |1 + cos(ez,€3) . (eze4) 2 + cos(ey, €3) . (ezes) |3 + cos(ey,ey) . (eze4)a
= cos(eq, €3) . (ese3) |1 + cos(ey,€3) . (e4€;) 2 + cos(e3, €3) . (ese;) 3 +cos(es, e5) . (ese2) (s
= cos(ey, €) . (eze3)|1 + cos(ez, €y) . (eze3) 2 + cos(es, ey) . (eze3) 3 + cos(ey, €y) . (e2€3) 4
= cos(eq,e7) . (ezes))n + cos(eq,€;) . (eses) 2 + cos(er, €3). (ezes) |3 + cos(eq, e5) . (ez€4))4
= cos(eq,e3) . (ese1)1 + cos(ez,€3) . (ese1) 2 +cos(e€3,€3) . (ese1)3 + cos(ez, €y) . (ese1)a
= cos(eq,e4) . (e1e3))1 + cos(ez,e5) . (e1e3) 2 + cos(e3, e) . (ere3) |3 + cos(ey, e5) . (e1€3))4
= cos(eq,e7) . (eze4)1 + cos(eq,€;) . (exe4) 2 + cos(e, €3) . (eze4) |3 + cos(e7,€4) . (e2€4) 4
= cos(eq,€3) . (ese1)1 + cos(ez, 7). (ese1) 2 + cos(ez,€3) . (ese1) |3 + cos(ez,€5) . (ese1))4
= cos(ey, e,) . (e1€3))1 + cos(ez,ey) . (e1e)2 + cos(es, e5) . (e1ez)3 + cos(ey, e5) . (e1€2) 14
= cos(eq,e1) . (eze3))1 + cos(eq, 7). (eze3) 2 + cos(eyr, €3) . (eze3) )3 + cos(eq, e4) . (e2€3) 4
= cos(eq,e3) . (eze1)1 + cos(ez, ;). (eser) |, + cos(ez, €3) . (ezeq) |3 + cos(ez,e5) . (ese1)4
= cos(eq,e3) . (e1e2)1 + cos(ez,€3) . (e1e2) 2 +cos(e3,€3) . (e1€)3 + cos(ez, ey) . (e1€3) 4

Et:

cos(eq,er) . (e1ez))1 + cos(eq, 7). (e1e2)2 + cos(eq, e3) . (e1e) 3 + cos(er, e5) . (e1€2)ja = 0
cos(eq,er) . (ere3)1 + cos(eq, e3) . (ere3)2 + cos(eq, e3) . (e1e3)3 + cos(ey, e5) . (e1e3)ja = 0
cos(eq,er) . (e1eq)1 + cos(eq, 7). (e1e4)2 + cos(eq, e3) . (e1e4)3 + cos(ef, e5) . (e1€4) s = 0
cos(eq,€3) . (e1€2))1 +cos(ez,e3) . (e1€2))2 + cos(ez,e3) . (e1€3) 3 + cos(ez, €5) . (e1€,) 14 = 0
cos(eq,e3) . (exe3))1 + cos(ey, €3) . (eze3))2 + cos(ez,e3) . (exe3) 3 + cos(ez, €) . (e2€3)14 = 0
cos(eq,e3) . (exe4))1 + cos(ez,€3) . (eze4) )2 + cos(€3,€3) . (e2€4) 3 + cos(e3,€4) . (e2€4)14 = 0
cos(eq,e3) . (e1e3))1 + cos(ez, €3) . (e1e3) 2 + cos(es,e3) . (e1e3) 3 + cos(ez, e) . (e13)1a = 0
cos(eq,e3) . (eze3))1 + cos(ey, €3) . (eze3)| + cos(e3,e3) . (exe3) 3 + cos(es, e1) . (ez€3))4 = 0
cos(eq,e3) . (eses)|1 + cos(ey, €3). (ezes) |2 + cos(es,e3) . (eses) 3 + cos(es, er) . (eze4))s = 0
cos(ey,ey).(e1e4))1 + cos(ez, ). (ereq)2 + cos(es, es) . (e1eq)3 + cos(ey, e5) . (e1e4) 14 = 0
cos(eq, ey) . (eze4))1 + cos(ez,€y) . (eze4) 2 + cos(es, €y) . (eze4) 3 + cos(ey, €y) . (eze4) 4 = 0
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cos(&7, ). (egeq)py + C05(E5,27) . (eses)z + €052, 87) - (eseq)js + cos(&5, &) - (ezeq)js = 0

Note : le statut de « conjecture » suppose qu’on n’est pas certain que ce soit vrai. Mais peut-étre que, a un niveau
de realite éechappant a toutes mesures, [ 'univers est-il construit pour que ce que [’on souhaite voir soit vrai. C’est
une autre conjecture... Il y a aussi la possibilité que je me trompe par rapport a une verité déja établie mais que

Jignore.

On remarque que si la base {e7; e3; e3; e, } est orthonormée, alors les expressions ci-dessus se simplifient

en ne laissant aucun doute sur leur exactitude, caron a :

cos(ey,ep) = O0sip #p’
cos(ey,ep) =1sip=p’
(e?’e?”)u =0sii=poui=p

(epep,)li =+1sii#peti#p

|sin((0;8)),67)| =1
|sin((0;e1;e3),e3)| =1
|sin((0; ej;e5;e3),ex)| =1

Donc:

U & |sin((0:67), &7)|. Isin((0; &7 7). e3) . |sin((0;

= (3334)|2
= (3432)|3
= (3233)|4
= (3334)|1
= (9491)|3
= (9193)|4
= (3234)|1
= (9491)|2
= (e1ez)|4
= (3293)|1
= (9391)|z
= (e1ez)|3

= lb5-§5 =+1

On en déduit alors :

v3M(v; Avy)

Ug. £ [sin((0;€7), &7)|. [sin((0; &158), &3) . [sin((0;

(v1;v5;v3)confler;ez;es5eq}
(0; v{3v; ;v3) 3D

_— — —>

€1, €y, €3

—_— — —>

el; 62; 83

) el

)e)

. [V3|2- (V2|3-171|4 — V214- V13 ) — V3j3- (V2|2-771|4 — V214 V1)2 ) +V3)4. (U2|2-V1|3 — V213-V1)2 )
+v3)1- (V2|3-171|4 — V214 V13 ) —V3|3- (772|1-V1|4 — V214 V1)1 ) +V3)4. (V2|1- V113 — V213- V1)1 )

+v3)1 (172|2-171|4 — V204 V1|2 ) — U3z (v2|1.v1|4 — V204 V11 ) + V314 (U2|1-171|2 — V212:- V11 )
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env ‘

+173|1-(V2|2-171|3 _V2|3-171|2)_V3|2-(V2|1-U1|3 —v2|3.v1|1)+v3|3.(v2|1.v1|2 — V22 V11 )]-

— =5 —

{91 1€2€35 94}

On calcule ensuite la séquence v, A v;X (v, A7), dont on sait qu’elle est un vecteur ordinaire confiné a

_—
v, N3V, A V7)) =
(171'172'”3'”4)00nf{e1-62-63-94}

(0,'171 VU2 ;U3;'U4;€ 5 )SD

(0;v1{ ;77 ;U3;v4)4D

. (U4|1.€_1) + U4|2.€_2) + U4|3.€_3) + 174,|4,.a + 0. 6'5) A\ (v_3)(17_2) A v_l’) )

On utilise le procédé suivant, précédemment mentionné dans les notes des polymixtes < 3. On distribue

. . 4! A — _— — — —
e en une combinaison de ——~— = 4 autres vecteurs envolteurs E,, = { Ey, E;, E3, E, }

I'envoiiteur
(4-3)1.3!

dans la matrice des coordonnées 31;2[4(17_3); V,; ;) définies dans R*. On identifie dans cette matrice (en
supprimant chaque fois une des 4 lignes de coordonnées) 4 déterminants é))gg(v?,’; U,;7;) de 3 colonnes et

3lignes, sur lesquels on peut greffer {E;, E,, E3, E,} comme des vecteurs formés des combinaisons linéaires
que 'on veut dans {e;; e5; e3; e, } lorsqu'ils se composent avec un des vecteurs de {e;; e5; e3; €4} :

W AY) =
(v1;vz;v3)conf{es ez ez es)
(0;v1'v7 ;v3) 3D

Uy sin((0,70, ). [sin((0: 72,8 |sin( (0555552, 70)|

. [[U3|2- (U2|3-U1|4 — V214- V13 ) — V313-\V2)2: V1|4 — V2)4-V1)2 ) +v3)4. (U2|2- V113 — V213:-V1)2 )]

S’l =

+[U3|1-(172|3-U1|4 —U2|4-V1|3)—173|3 (172|1-171|4 — V214 V11 +U3|4-(U2|1-171|3 —U213- V1)1 )]

NE
]

P

+[U3|1- (U2|2-U1|4 — V214-V1)2 ) —U312:\ V211 V1|4 — V2)4- V1)1 ) + v3)4. (U2|1-171|2 — V2)2-Vq
) 3

1
+[173|1-(172|2-'71|3 —v2|3.v1|2)—v3|2.(v2|1.v1|3 —V213- V1)1 +U3|3-(V2|1-U1|2 —V2|2-U1|1)

On allége en notant :
a =Y. &.|sin((0;67), ;)| |sin((0; e7: €3), &3) . |sin((0; &7 73 €3), &5 |

On liste 16 lignes polymixiales qui prennent chacune une valeur vectorielle +e’s ou 0 puisque v, A

(i}' (29 E]’)) est un vecteur envoiteur dont les vecteurs sont confinés a R* = {e];e,; €5, €.} :

{ﬁ‘)}@'(ﬁL——?;)!?,!) ={ny; ny;...; Ny}

Chaque vecteur n, sera donc choisis avec 'aspect particulier n, = +e's oun, = 0 puisque pmi est confiné a
4//5
RS
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Soit :

- - - -
— 7 — 7

e ANE,=ni=¢c; g ANE,=n,=—€c: esNE,=n3=¢€c; e, NE, =T3 = —¢'
1 1 1 5 2 2 2 5 3 3 3 5 4 4 4 5

ol
Il

e; NE,=Tis=¢, ANEs=Tg=¢, NE,=T;=¢, ANE, =Ng=¢; NEs =TNig=¢, NE, =10 =
e NE, =T =¢; NE,=T;=¢€; NE,=Tj3=¢; NE, =Njs=¢, NE, =75 = e, NE; = Tig¢

Note : On rappelle que {E;, E5, E5, E,} étant envoiteurs de R* = {e7; &,; &3; &5}, les aspects qu'ils prennent (les
combinaisons linéaires dans { e, }m) en se composant avec un vecteur ordinaire de { e, }m (c’est a dire avec un
vecteur envoiiteur de R* de la famille { e, }m), ne les force pas a conserver cet aspect quand ils se composent
avec un autre vecteur ordinaire de { e, }m .

D’ou :

— s
VANVR(WAD) =
(v{;vz;v3;v5)conf{es ez es5eq}

NN
0;v1 ;U ;V3;V4;e’s |5D

(0;v1 V7 ;V3;04)4D

= a.

!

. [774|1- [V3|2- (V2|3- V14 — V214 V13 ) — U3|3- (U2|2-U1|4 — V214 V12 ) tV3)4. (U2|2- V113 — V213-V1)2 )] €s

I

tVy2. [V3|1- (V2|3- V1ja — V214-Vqg3 ) —V33- (V2|1- V1ja — V214- V11 ) +V3)4 (v2|1-771|3 —V213- V11 )] (—e 5)

—

A
+Vy3. [V3|1- (V2|2- V11a — V214- V12 ) = U3)2- (172|1-V1|4 — V214 V11 ) + V34 (v2|1-771|2 —V212- V11 )] CH

.
+V44- [V3)1- (V2|2- V13 — V213-V1)2 ) —V3)2- (V2|1- V13 — V213- V1)1 ) tV33. (U2|1-U1|2 — V212- V11 )] (—es)]

On obtient alors ce que 'on souhaitait, qui était de mettre en évidence un déterminant de matrice 4
colonnes et 4 lignes.

On précise la constante a dans sa forme compléte avec|cos((0;e7), )| =1et
—_— _
|5in((0;e_1’; ey es; e’4),e’5)| = 1. Cest une pure fourniture d'informations puisque a complet =

aréduit =a:

a complet = .. £ |cos((0; 7). €7)|. |sin((0; €7), €7)|. |sin((0; e €2), €3)|

. —_ = —\ — . _— — — _[-) _[-)
. |5m((0i e1; ez €3), e4)|. |5m((0; €1;€;€3;€ 4) € 5)|

Par suite :

P —_—
v AVRW AV = a.Det(vg; 0303 v1)-€'5
(13 vs;vs)confler;es esses)  4X4

o e
(0:171 iUz ;V3iVase’ 5 )SD

(0,91 ;97 ;U3;04)4D

Et ensuite on donne le polymixte pm qui est donc un envoliteur d’'un objet 4D formé sur R> =
4//

RS
{e_l’; €5 €3; €x; e’s} , il occupe toutes les directions de R, chaque direction ayant 2 sens, et est borné a une
norme :
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—_
env
— — . {a@@eees)
= M AsR(v, AYY)) = e SR, AvsR(v; AVY)).
45 (v1;v2;v3;v5)confler;ez;e35e4}
R® (0;171' 102 503055€ s )5D env
(097 7 i95:77)4D {Fieeeie’s)

Soit:
4//5 (v1;v2;v3v4)conflersessesses)
R® (0;171) Dy Usivge s )SD
(0;v1 ;v ;v3;v4)4D
{""el’w"‘*}
— — — —> B e €1;€6p;€e3;6ey;e!
[a.Det(v4;v3;v2;v1) .e’se’s]. L2ry a5
4X4
_,_env, |
{ef;ez;es5e5€75}
Soit:

—_—
env .
efez ez ene’s
_— — — —> {
= aDet(vy; vz vy vy).
4775 (vi;v2;v3ivg)conflereziessesy  4X4

R® (0:17{ V2 V3UgE s )SD env
(0;v1 ;v7 v3;v4)4D {6116216316416'5}

aréduit = . &. |sin((0;e7),€3)|. |sin((0; e1; €2), €3)|. |sin((0; €73 &5; €3), e5) |

a complet = .. £ |cos((0;€7), &) |- U.. &. |sin((0; 1), €7)|- |sin((0; e €3), &3) |
|sin((0; €15 855 e3), 8) | |Sin((0: €1; €5; €3; e’4) . e's)|

e1;ez;€3;€4;¢5)

Sa coordonnée dans le repere (0; { ) unidimensionnel occupant virtuellement tout R® avec

{exieziez;eqsers)

une norme 1 est la mesure orientée d’'un objet 4D dans R®. Le polymixte envoiiteur pm occupe

4//5
RS
virtuellement tou avec une norme ||pmi|| = |a.Det(v,; v3; v,; v7)|. Pratiquement parlant, il envofite
tuell t tout RS p Det (04303 vz; v1)|. Pratiq t parlant, il t
4//5

RS
—
un objet polymixial 4D de norme |a. Q)%(v‘;; V3; Uy; V1) | dans le repére (el; €, €3 ey e’5).

Cet objet est mesuré en multiples d’objet polymixial 4D hypercubique de valeur 1.

Conclusion

On conclut que si (0; Vi;Vy; V3 Vg€ )SD, pm est défini non nul. Le vecteur ordinaire e’s et le vecteur
4//5

RS
ordinaire v, A 73X (V5 A ;) sontliés .
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* % %

m=4;n=6

Lerepeére (0;e;;€5; €3 €4, €'s; ') est 6D. L'objet (0; V7 ;U5 ; V3; Uy €'5 5 €') est 6D ou 5D ou 4D ou 3D. Le
- — s — — T

vecteur e’q est orthogonal a tous les vecteurs formés par combinaisons linéaires sur {e; ; e,; e3; e,;e’'s} et

n’est pas dans l'espace de 'objet (0; V7 ;7V; ; V3; Vy; €' ). Le vecteur ordinaire e’q et le vecteur envouteur

e'sX (v, A ;X (v, AD;)) sont libres entre eux. On a alors dans R® deux occurrences :

1) Sil'objet (0; 75 ; Ty ; Us; Ug; €'s) est 4D ou 3D ou 2D alors 'objet (0; 75 ;U5 ; Us; U5 €' ; €'¢) est 5D ou ou

4D ou 3D. On a conclu en m = 4; n = 5 que la séquence e'sX (v, A 73X (v, A V7)) est alors indéfinie. Par

—_—
suite le polymixte ordinaire construit avec e’y est indéfini :

= ) — —> —> . T
m = eeNe R, AVsR(V, A7) = indéfini
4//6  (Wv2vsvg)conf{er;ez ez eq}
R® (O;v—l’ Uy U3 0s€ s ;e’6)5D0u4Dou3D

(0597 79 v3v5se”s JaDousDouzD
Conclusion
On conclut que si 'objet (0; V5 ;V, ;V3; Vs; €5 ; €'¢) est 5D ou oudD ou 3D, pm n’est pas défini. Le vecteur

4//6
R6

—_— —_— _—
ordinaire e’y et le vecteur envoiteur e'sX(v, Av;X (v, AV;)) ne sont ni libres ni liés parce que

e'sX (v, NvsX (v, AV;7)) estindéfinie.
%k ok

2)Sil'objet (0; V5 ; U, ; U3, Un; €'s) est 5D alors lobjet (0; Ty ;U5 ;U3 Vg €'s ; €'¢) est 6D. Ona concluenm =

4; n =5 que la séquence e's X (v, Av3X (v, Ay)) estalors définie non nulle. Mais il n’y a pas assez de

dimensions dans R® pour définir un produit vectoriel des vecteurs non liés

-\ 7 —> A . e 3 - . .
e'c et e'sX (v, Av;X (v, A V7)) envoliteur d’un objet polymixial 5D formé sur {Ef; €5 €3; €a; e's} , qui serait

—_— — — N
simultanément orthogonal a tous les vecteurs formés sur {el; e,; €3, €q; e’S} etae'y.

Le polymixte ordinaire est donc indéfini :

—_— — —_—_—

pm = esNe'sK(, AvsK(v; AVy)) = indéfini
4//6 (01;v3;V35v5) confier;ez;es5es}

RS (O;V_{;v_z’;v_g);ﬁ;e’s;e’s)6D

o s s
(O,V1 V2 ;V3Va€ 5)5D

Note : e’q et e'sK(v, Av3X (v, Avy)) sont libres entre eux. On peut se reporter analogiquement aux

considérations faites pour pmi et pm.
4//4  2//2
R* R2
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Conclusion

— — — — T T —_— T . .
On conclut que sil'objet (0; v1 ; v, ; V35 v4; "5 ;5 e'¢) est 6D, pm n’est pas défini par manque de dimensions.
4//6
R®

rad " — — —> :
Le vecteur ordinaire e’ et le vecteur envofiteur e'sX (v, A 73X (v, A 77)) sont libres entre eux.

%k %k k
m=4;n=17

Le repere (0;e1 ;€535 €5, €'5;€'g;€'7) est 7D. L'objet (0; V5 ;75 ; V3; Ugs €'55 "5 €') est 7D ou 6D ou 5D
—_—

ou 4D. Le vecteur e’; est orthogonal a tous les vecteurs formés par combinaisons linéaires sur

—_— s —s — T T ) ) ) . —_— s — — T T . .

{e1;ey; e3;e4;e's; e’ g} etn’est pas dans 'espace de 'objet (0; Vq;Vq;VU3; Uy €'s; e’6). Le vecteur ordinaire

—_— N —_— _—
e’ et le vecteur ordinaire e’, A e'sX (v, A V3K (v, A V7)) sont liés. On a alors dans R’ deux occurrences :

1) Sil'objet (0;v7 ;5 ; V3; Vs e_’s); e_’6)) est 5D ou 4D ou 3D alors l'objet (0;v7; V5 ; V3; Vs e_’5); e_’é); e_’7)) est

6D ou 5D ou 4D. On a conclu en m = 4; n = 6 que la séquence e’g A e'sX (ﬁAﬁ(v_z)Aﬁ)) est alors

indéfinie. Par suite le polymixte ordinaire construit avec e’ est indéfini :

— . = = N
m = e'sX(e's Ae'sK(v, AvsX(v, ADy))) = indéfini
4//7 (v1;v2;v3;05)conf{er;e;5e3e,}

R7 (O;F{;v—z';Fg;ﬁ;e’s;e’6;3’7)6D0u5Dou4D

= s T T
0;V4 ;U3 ;V3;V4;€" 5 ;e ¢ |5Dou4Dou3D

Conclusion

On conclut que si 'objet (0; V15 ;U3 Vs e_’5); e_’6); e_’7))) est 6D ou 5D ou4D, pmi n’est pas défini.. Le vecteur
4/)7
R7

— RN —_— P — T
ordinaire e’ etle vecteur ordinaire e’¢ A €' (17_4’ A V3K (v, A v_l’)) ne sontlibres niliés entre eux puisque

_— O —— . J
e’ Ne'sX (v4 AV (v, A vl)) est indéfinie.

%k %k %k

1) Si I'objet (0; V5 ; 7, ; Vs Vs €'s; €'¢) est 6D alors lobjet (0;V; ;75 ; Vs Usi€'s;€'¢; €'7) est 7D. On a

conclu en m = 4; n =6 que la séquence e’ Ae's (174’ A3 X (v, A TJD) est alors indéfinie par manque

_
de dimensions. Cependant il y a assez de dimensions dans R’ pour pouvoir définir e’ A

JE— _— N J— —
e'sX(v, ANv3X (v, AV7)) orthogonal a e'get a €N, AvsXK(v, AV;)) envolteur de

— — , — T oo = Y A . s T
{e;;e5e3;e4;€'s}. La séquence e’¢ Ae'sX (v, AV3X(v; A7) ne peut donc étre que confiné a e’; , la

—_— —
dimension supplémentaire d’espace orthogonale a tous les vecteurs de R® = {el; ey e3 €4 €'s; e’e} :

Y . —_— . —). —)- —). ! . ! . ! . - 0
On a le repére (0;e1;ey;e3;€4;€'s;e’g;e’7) 7D. On choisit librement dans cet espace 5D la valeur
d’opérateur ¢, = 1 ou {, = —1 pour y caractériser l'orientation directe ou indirecte du produit vectoriel.
Si une valeur est choisie pour une des deux orientations, la valeur contraire s’applique a I'orientation
contraire.
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On choisit la valeur d’opérateur & pour caractériser I'orientation directoide ou indirectoide de l'objet
(0;€7 ;65 €3 €5; e's;e'y; e—’7)) Si 'objet est directoide, alors &, est du signe qu’on a choisi pour ., qui
caractérise I'orientation directe du produit vectoriel dans I'espace 7D. Sil'objet est indirectoide, alors &, est
du signe contraire a celui qu’on a choisi pour ¥, qui caractérise I'orientation directe du produit vectoriel
dans I’espace 7D.

On précise la séquence :

. T e —
e'sNe'sR, A R(v AYy)) =
(v1;vz;v3;v5)conflel;e;;e35e.}
(O;V_{:v_z':ﬁ;ﬁ;e’s;e’s;e%)w
(0597 75 ;5955e s €6 ) 6D

env

Sy
b (0320, ). Isin((05% 29, ). Iin (052350, Dt 7 53 7577, (7 A st

env
{etieziesieae’s)
Avec:
: env 7
— efieziesieqe’s —
Uy kg (€6 AN EEES ) - 4 g,
env
{ereziesiede’s)

On pose alors que :

env __

{etieriesieae’s)

U £y (€6 A

.
env
{etieziesieae’s)

—_— —_— — —_—— — _—
. .—)'—).—).—> 1 . .—>.—>.—).—>. I3 I3 . .—).—).—).—). ! . ! ! I
1!’7- %7- |5m((0' er; ey €3 €4),e 5)|- |Sln((0. €1;€;3;€3;€,;¢€ 5); e 6)|- |5m((0, €1;€e3;€e3;€4,€5;¢€ 6)! e 7)|- ey

On allege en symbolisant la constante a dans sa forme compléte. C’est une pure fourniture d’informations
puisque a complet = a réduit = a
a complet = . £,.|cos((0; €7), €7)|. |sin((0; 1), 7). [sin((0; €15 €2), €3)|. |sin((0; &7 €53 €3), 7)) |
. |sm((0; €1; €y, €3, €4), € 5)|. |sm((0; €1; €y, e35€4; € 5),e 6)|. |sm((0; e1;ey 63, 64;€'55e 6),

9’7)|

Par suite :

—_—
_— — —
= a.Det(v,; v3;v,; 7). €'
> —— —> > — — 3, V2, V1 7
(vi;vz;v3;v5)conflese; ez es} 44

230 32 o el ol !
(0,171 ;U2 ,V3;V,,€ 5,8 g€ 7)7D

T o — . oo
e's Ne's®(v, ANvs®R(v; AVy))

s s T T
0;V4 ;V3 ;V3;V4;€ 5 ;e ¢ |6D
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Et ensuite on donne le polymixte pmi qui est donc un envoiliteur d'un objet 4D formé sur R’ =
4//7

R7
{e_{; ey ez eqe's; e e'7} ,il occupe toutes les directions de R7, chaque direction ayant 2 sens, et est borné

a une norme :

—_— — —_— —_—
pm = e N Ne KW, ANvsK (v, ATY)))
4//7 (W1vz2;v3vg)conf{er;ez;es e}
R7 (0:17_1':v_z';v_g';ﬁ;e’s:e’s;e’7)7D
(0;17_1' V3 svge’s ;e_’6))6D
—

e enl_,ﬁ}

—_  — > S 2 €1:6,.€3.€64.elc;elc;el

= [e’7(e’6/\e’5(v4/\v3(v2/\v1)))]. L2 s a7

_,_,_enw,
{ef;ez5es5eq;e755e76e17}

_—
{‘)‘)Hinl_,_a}
— _— O S —. eq;ey;e3;e,;els;elg;el
== | R AR AR, Avy))| e
4//7 (W1;02;V305)conf{er;ez;es5e,}

R7 (0;171';v—z';ﬁ;ﬁ;e’s;e’s:eG)m

env
{e;ezses5eq;e755er6e17}
(0;17{ Vg V3Uge’ s ;e’6)6D

Soit:
— I {ej;ez;es;e  eis;elgel;}
pm = a.Det(v4;v3;v2;v1).e'7e’7]. Lo
4_//7 4 X4
R7 __,_ew,
{el;ez;e3;eq5e755e765e77}
Donc:

_,_,_ew,
{e1;ez;es;eq;er5;erqer7}

pm = a.Det(vg;v3;05;77).
4//7 (W1v3;v3;vs)conf{es;ez ezes)  4X4

7 T2 0 vevre el el
R7 (0i%; w7 W3wae sie’ie'7 ) 7D

_,_,_ew,
{e1;ez;es;eq;er5;erq5e17}

— s s
0;V4 ;V; ;V3;V4;€ 5 ;€ ¢ |6D

aréduit =U,.&,.|sin((0;€7), ;)| |sin((0; 15 €2), €3)|. |sin((0; &7; &5; €3), &5) |

a complet = ..£,. |cos((0;€7),€7)|.|sin((0; 7). €7)|- |sin((0; 7; €3), €3)|. |sin((0; el,ez;e_g’) )|

—-)
|sin((0; e];e5;e3;€4), € 5)| |sm((0 €1, €5, €364 € 5) e 6)| |sm((0 61,62,63,64,3 s; e 6) e 7)|

env *)*’
91;92;93;94;9’5;5’6;9’7

Sa coordonnée dans le repere (0; ) unidimensionnel occupant virtuellement tout R” avec

env_
{eieziegiedse’s e gie’7)

une norme 1 est la mesure orientée d'un objet 4D dans R’. Le polymixte envoliteur pm occupe

4//7
R7
virtuellement tout R’ avec une norme ||pni|| = |a£)>g£(v7; V3;V5; U1)|. C'est en valeur absolue la méme
4//7

R7
mesure que dans R°. Pratiquement parlant, il envolite un objet polymixial 4D de norme

|a.£)>e<3£(v7’; Us; V5 U;)| dans le repeére (0; €7 ;€55 €35 €45 €'s;€'65€'7).

Cet objet est mesuré en multiples d’objet polymixial 4D hypercubique de valeur 1.
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Conclusion

On conclut que si I'objet (0; V7 ;75 ; U3; Uy €'5; €'6; €') est 7D, pmi est défini non nul. Le vecteur ordinaire

4//7
R7

! : . 12 _7_q boand boand —> .z
e’ etle vecteur ordinaire e’ A e'sX (v, A V3XI(v; AD;) | sontliés entre eux.

* % %

Conclusion pourm = 4; n > 4 et (0;v4 ;5 ; V3;V4)4D

On poursuit :

5 = € A e <e’6 AeToR (74/\73(72/\71)» — indéfini
4//8
R8

Et:

—_—
env

—_— / 12 /\ 7 7 /\ 7 —)A—>(—)/\—>) _ D .—).—).—>) e_’6)Fe_’7)Fe_’8)FZ;
E/T/T;.—eg (e'gne';Kle'sNe'sK|v, A (v, Ay )—a.4)e(£1v,v3,v2,v1.
R9
—_—
env

—_—— — —
{61;62;63;64;6 5;

oo oo
€6:€7,€8€9

Et ainsi de suite un objet défini dans la croissance des n impairs.

—_—— — — T
{61;62;63;64;6 5;

}
}

On peut donc conclure pour 77 # O et ¥, # 0 et T3 # 0 etV # 0 et pour des polymixtes définis sur des

objets 4D :
pm = indéfini
4//(n pair z4) (0;v1 ;v3 ;U3;05)4D
R™ (V1302303 ;vg)conf{ €] ;e; ;e3:e5}
_—
env
nimpaitr
pm = a.Det(Vy; U3; Vg, V7). 72
4//(nimpair >4) (0377 ;05 V3;V3)4D 4X4 —
RN N . env
(v1;v2;v3 ;5va)conf{e; ;e; ;esseq} RN impair

aréduit = U,.£,.|sin((0;e)),e3)|-|sin((0; &3 &), &) [sin((0; e1; €3, &3), €5) |

a complet =, .&, . |cos((0;€),€7)|- |sin((0; &), €3)|- Isin((0; e7; €5), €3)|

o e i i A - L= = = — _]) - L = =, .[—-) _I__)
sin((0; e7; €35 e3),e4)l. |sin((0; eq; e3; e3;€4),€'s)| ... |sin(( 0; e1; €55 €35 .5 €' nq ) €n)
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5.10e Croissance du vecteur polymixte dans { e, }5U {e—’p) }(n-5)
Présentation des acteurs :

v, vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur {e;;e; ;es;e,; ez} et borné a une norme ||v;]||.
C’est un vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans {e; ; e, ;e5 ;e,; €=} quand il se compose avec un
autre vecteur ordinaire ou un vecteur envoliteur.

v, vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur {e];e; ;e3;e,; es} et borné a une norme ||v;]||.
C’est un vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans {e; ; e, ;€5 ; e,; €=} quand il se compose avec un
autre vecteur ordinaire ou un vecteur envoliteur.

v vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur {e];e; ;e5;e,; es} et borné a une norme ||v5]|.

C’estun vecteur qui ne peut pas changer d’aspectdans { e; ; e, ; €5 ; €4; €= }quand il se compose avec un autre
1;€2;€3;€4; €5

vecteur ordinaire ou un vecteur envofiteur.

v, vecteur ordinaire générant un espace 1D, formésur{e; ;e; ; e; ; e,; €s} etborné a une norme ||v,]|. C'est

un vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e ;e; ;e ; €,; es} quand il se compose avec un autre

vecteur ordinaire ou un vecteur envoliteur.

—_— . . s 7 3 —_— = = = — " —
vg vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e ;e; ;e3;e,; es} et borné a une norme ||vg]|.
C’est un vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e; ;e; ;es ; e4; €} quand il se compose avec un

autre vecteur ordinaire ou un vecteur envoliteur.

—_— . . 7 7 7 —_— 7\ ) 3
e; vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e; } et borné a une norme 1. C’est un vecteur qui
ne peut pas changer d’aspect dans { e;} quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur
envoliteur.

—_— . - 7 7 7 —_ 7\ ) 3
e, vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e; } et borné a une norme 1. C’est un vecteur qui
ne peut pas changer d’aspect dans { e;} quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur
envoliteur.

—_— . - 7 7 7 —_ 7\ ) 3
e vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { ez } et borné a une norme 1. C’est un vecteur qui
ne peut pas changer d’aspect dans { e5} quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur
envoliteur.

—_— . . 7 7 7 —_— 7N ) . .
e, vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e, } et borné a une norme 1. C’est i un vecteur qui
ne peut pas changer d’aspect dans { e,} quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur
envolteur.

es vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { ec } et borné a une norme 1. C’est un vecteur qui
ne peut pas changer d’aspect dans { es} quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur
envolteur.

—_ —_—
e’ vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e's } et borné a une norme 1, orthogonal a tout

autre vecteur de { e, }5U { e—’p) }(n — 5). C’est un vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e—’e)} quand

il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur envolteur.

— P . . s 7 s —_ = = — — B

v, A V7 vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur {e;;e, ;e3;e,; es} et borné a une norme
— — ) . ) —_— = — — — .

||[v; A v7]|. C’est un vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans { e; ; e; ; 5 ; €4; €5} quand il se compose

avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur envoiteur.
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;X (v, A V) vecteur envoiiteur d’'un objet polymixial 3D formé sur {e; ;e, ;es;e,; ez} et borné a une
—_——
norme | |ﬁ(172 AV) | |. C’est un vecteur qui peut changer d’aspect dans { e ;e; ; e3; e,; es} quand il se

compose avec un vecteur ordinaire.

—_—
v, A3 (v, A V7)) vecteur ordinaire générant un espace 1D, formé sur { e ; e, ;€5 ; e,4; €<} et borné a une

—_——
norme ||174/\173(v_2’/\171)||. C'est un vecteur qui ne peut pas changer d’aspect dans

—_ = = — — . . . A
{e;;e;;e3;¢ey4; €5} quand il se compose avec un autre vecteur ordinaire ou un vecteur envoliteur.

pm = vX (v, Av3sX(v; AV7)) vecteur polymixte envoliteur d'un objet polymixial 5D formé sur
5//5
RS

{e;;e;;e3; e, €<} et borné a une norme | [vsX (v, A vsX (v, A 7)) | |. Cest un vecteur qui peut changer

d’aspect dans { e; ; e, ; e3; €,; e=} quand il se compose avec un vecteur ordinaire.

pm =e'c A (WX (v, A v3E (v, AV7))) vecteur polymixte ordinaire générant un espace 1D, formé sur
5//6
R®

{ e ;e;;e3 e 6x5€¢ } et borné a une norme | [e's A (VsX (v, A V3 &(v; AV7))) | |. C'est un vecteur qui est

—_— —_—
soit nul, soit indéfini dans {Q;E;e_g; €4 €x; e’6} ou bien n'a qu'un seul aspect confiné a e'; dans

. . . . . ! . !
e1;€;€3 €5 €s:€' e’y b
*kok

Pour cette croissance on pose que chacun des vecteurs de la famille {v<; v,; V3; V5; U1} est non nul. Si au

moins un de ces vecteurs est nul, alors la séquence VX (v, A v3X(v; A V7)) est soit polymixte de vecteur

envoUteur nul , soit indéfini .

Par suite tous les polymixtes a partir de pm = e',(AR)" .. 7K (V; A 1;¥(7, A D7) seraient aussi
5//(n=5
//;n )

indéfinis .

Ona:

VI (V1181 + Vaj2- €5 + V13- €5 + V1ja- €4 + vys. €5)conf{ @1 sy 55 5 es)
17—2)(172|1-e_1) + 172|2-6’_2) + v2|3.e_3’ + v2|4.a’ + v2|5.e_5))conf{ e,;e,;65;6, 62}
V—3)(173|1-_é; + U3|2-E; + v3|3-e_3) + v3|4.EZ + v3|5.e_5’)c0nf{ €);€5;€3;€, €5}
Uy (Vag1- €1 + Vaj2- @ + V3. €3 + Vaja-€4 + Va5 €5 )conf{e;; e ;€5 ; €45 €5}
Vs (Vsp1- €1 + Vsj2- €7 + Vs|3- €3 + Vsjs- €4 + Vsjs-€5)conf{e) €5 5 €55 €5 e5)

m=5;n<5

I'objet (0; vy; V3;V3; Vs; Vs) est forcement de dimension inférieure a 5. On ne détaille pas cette croissance
dans ce cas. On se sert du théoreme pourm = 5:

Sil'objet O;v 5 Up; U3; Uy Us) est de dimension inférieure a 5, son polymixte est soit vecteur nul, soit
1 2, Y3, Y4, Y5
vecteur indéfini.
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m=5;n=5

Les vecteurs vy, Uy, U3, U4, U= sont confinés a la famille {e7 ; e5; e3; e4; es} qui est libre et génére R> . lln’y a
- _— — — — — . . . . . .

aucun vecteur e’, et vy, Uy, U3, U, Us OCccupent soit une droite, soit un plan, soit un volume, soit un objet 4D,

soit un objet 5D. On distingue alors dans R® deux occurrences :

1) En application du théoréme, si l'objet (0;vy; V5;V3; Vs; Vs) est de dimension inférieure a 5, son
polymixte est soit vecteur nul, soit vecteur indéfini.

2)Si 'objet (0;vy; V5; V3; Ug; Vs) est 5D il y a assez de dimensions dans R® pour définir le polymixte

envoiiteur v X (v_4’/\v_3>(v_2)/\v_{)) qui est un envolteur dun objet polymixial 5D formé sur
{e1; €5 €35 €45 €5},

En effet, on a donc (0;v;; v,; v3; v, )4D . 1l

Ty ATX¥ (U, A D;) # 0 orthogonal a 7 et 3 V(7 A v;) envolteur d’un objet polymixial 3D formé sur

y a assez de dimensions dans R® pour définir

{el; e, e5;e,;es). Le vecteur ordinaire ve et le vecteur ordinaire v, A v3X (v, A v;) sont liés si vs est

orthogonal a tous les vecteurs de 1'objet polymixial 3D formé sur {e;; e;; e3; e,; €<} et a v,. Dans le cas
contraire, le vecteur ordinaire vs et le vecteur ordinaire v, A 73X (v, A v7) sont libres entre eux.

Onalerepére (0 ; e;; e ,; e3; €4; €s) pentadimensionnel. On choisit librement dans cet espace 5D la valeur
d’opérateur ¢, = 1 ou §y; = —1 pour y caractériser l'orientation directe ou indirecte du produit vectoriel.
Si une valeur est choisie pour une des deux orientations, la valeur contraire s’applique a I'orientation
contraire.

On choisit la valeur d’opérateur &, pour caractériser I'orientation directoide ou indirectoide de I'objet
(0; e1; e,;e3; ey e5). Sil'objet est directoide, alors & est du signe qu’on a choisi pour (s qui caractérise
l'orientation directe du produit vectoriel dans I'espace 5D. Si I'objet est indirectoide, alors &, est du signe
contraire a celui qu'on a choisi pour . qui caractérise l'orientation directe du produit vectoriel dans
I'espace 5D.

On liste les produits vectoriels non nuls avec
—)- _)- _)- > .
{e1; ez €354}

des des angles quelconques entre les vecteurs de base de

efNe; = (e1e;) 1.1 + (e1€3)2-€; + (e1€2) 3.5 + (e1€2)14-€4 + (e1€7) 5. €5
e Nes = (eje3)j1.e1 + (e1e3)2.€; + (e1e3) (3. €3 + (e1€3) 4. 84 + (er€3)5. €5
— — — — — — —
e Ney = (e1e4))1-€1 + (e1€4) 2. €5 + (e1€4)3-€5 + (e1€4)4-€4 + (€1€4) 5. €5
— — — — — — —
e; Nes = (ere5))1-€1 + (ere5) 2. €5 + (e1€5)3-€5 + (e1€5)4-€4 + (€1€5)5. €5
e; Nes = (eze3)1-e1 + (e23)2.€; + (e263)3-€5 + (e263)14-€4 + (e2€3)|5- €5
e; Neg = (eze4))1-€1 + (e264) 2. €3 + (e264) 3. €3 + (€264) 4.4 + (€264) 5. €5
e; Nes = (eze5))1.€1 + (eze5) 2. €5 + (ez€5) 3. €3 + (e2€5) 4. 84 + (€2€5)5. €5
es Neg = (ezeq)r.e1 + (e3eq)2.€; + (e3e4)(3.€5 + (e3€4)a-€5 + (e3€4) 5. €5
— — — —_— — — —
e3 Nes = (ezes)|1-e1 + (eses)2-€; + (e3e5)3-€5 + (e3es)4-€4 + (e3€5) 5. €5
ey Nes = (eses)|1. €1 + (eqe5) 2. €7 + (e4€5) (3. €3 + (eses)s-€4 + (e4€5) 5. €5

Mais on ne sait pas exprimer géométriquement leurs coordonnées comme on I'a fait dans I'espace euclidien.
—_—
On commence donc par chercher une forme analytique de 73X (v, A v7), qui estun vecteur envoiiteur d'un
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objet polymixial3D formé sur { e7; e5; es; e,; ez }. Son vecteur unitaire est donc qui représente

toutes les combinaisons linéaires possibles sur { e;;e;; e; ;e4;es}, et occupe donc toutes les directions
dans R®, chaque direction ayant 2 sens.

Lobjet (0; v,; v, ;V3) est nécessairement 3D si 'objet (0; V1; V5; V3; Vs; Vs) est 5D. On donne ci-dessous
son développé complet avec les formules que 'on connait :

_
U3 XV A7)

—

(71 73773 Jconf{ &7583:83,83.:25)
(0; 91597 ;v3) 3D
[ U3|1-(U2|1-U1|2 _172|2-U1|1)-505(3_1):9_1))-(3192)|1
(V2|1-171|3 _V2|3-V1|1)-Cos(a:a)-(ele3)|1
(U2|1-171|4 _Uz|4-171|1)-Cos(a;a)-(ﬁh)u
(U2|2-U1|3 _U2|3-171|2)-Cos(a;a)-(ezez)u
+V3|1-(V2|2-V1|4 _V2|4-V1|2)-Cos(a:a)-(eze4)|1
(Uz|3- V14 — V2)4- V13 ) .cos(eq, e). (3334)|1
(U2|1-171|5 _Uz|5-171|1)-Cos(a;a)-(ﬁes)u
(V2|2-V1|5 _V2|5-V1|2)-Cos(a:a)-(ezes)|1
(U2|3-U1|5 —v2|5-v1|3)-605(a,a) (3335)|1
( ):

V214- V15 — V2|5 V1)4 COS(Q,Q)-(€495)|1

A\ V211- V12 — V2)2- V11 COS(@:@)-(%%)Q

A\ V211- V113 — V213- V11 COS(E_Z):E_Z))-(€1€3)|2
—
A\ V211-V1ja — V214- V11 005(32:32)-(3134)|2

cos(ez,e7) . (9233)|2
A\ V213- V114 — V2)4- V13 COS(@:?Z))-(3334)|2

A\ V211- V15 — V215- V11 COS(@:@)-(%%)Q

(
(
(
+V3|2-(Vz|2-171|3 — V213- V12
(
(
(
(

).
).
).
)-
A\ V2)2: V114 — V2)4-V1)2 ) .cos(ez, e;). (6264)|2
)-
).
)

cos(ez, €;). (6265)|2
+U3)2. (V2|3-171|5 — V5. V13 ) .cos(ez, €;) (ezes))z

NN
+v3)2. (U2|4-V1|5 — V5. V14 ) .cos(ez, €3) . (eses)2

A\ V212: V15 — V2i5- V1|2

+773|3-(172|1-171|2 —Vz12- V11 COS(B_),Q_3))-(9192)|3
s

VU2)1- V113 — V23- V11 005(63'63)-(6163)|3
s

VU2)1-V1ja — V2j4- V11 005(63'63)-(6164)|3

V2)2: V113 — V2)3-Vq)2 Cos(a;a)-(ezez)|3

cos(ez, e3). (6394)|3

Cos(a;a)-(91es)|3

cos(ez, €3) - (eze5))3

V2)1- V1|5 — V2|5- V1)1
U2)2- V1|5 — V2|5- V12
cos(es, e3) (93es)|3

cos(es, €3). (€4es)|3

V213- V1|5 — V2|5- V13

).

( ):

( ):

( ):

(V2|2- Vija — V2)4-V1)2 ) .cos(es, e3). (6294)|3
+V3)3. (V2|3- Vija — V2j4-V1)3 ) .

( ):

( ):

( ):

( ):

V214- V1|5 — V2|5-V1)4

s
+ V3)4. (U2|1-V1|2 —V212: V11 ) .cos(ey, e) . (e1ez)|4

tV3)4. (V2|1-V1|3 — V13- V11 ) .cos(ey,e;) . (e1€3)a



+'U3|5.
+V35.
+V35.
+U3|5.
+V35.
+U3|5.
+U3|5.
+V35.
+U3|5.

+U3|5.

+U3|5.
+U3|5.
+v3s.
+U3|5.
+v3s.
+v3s.
+U3|5.
+v3s.
+v3s.

+U3|5.

.U1|2 —U2|2.
.U1|3 —U2|3.
.171|4_ —‘U2|4.
.U1|3 —U2|3.
.171|4_ —‘U2|4.
.U1|4 —U2|4.
.U1|5 —U2|5.
.171|5 —‘U2|5.
.U1|5 —U2|5.
.U1|5 —U2|5.
V112 — V22
V113 — Vz)3-
V14 — V2|4
V113 — Vz)3-
V14 — V2|4
V14 — V2|4
V15 — Vz|s-
V15 — Vz|5-
V15 — Vz|5-
V15 — Vz|s-

V11

V111
V11
V1)2
V1)2
V113
V111
V1)2
V113

V1)4

\_/\_/\_/\_/\_/vvvvv

.cos(es, es).
.cos(es, es).
.cos(es, ).
.cos(es, es).
.cos(es, ).
.cos(es, es).
.cos(es, es).

.cos(eg, es).

.cos(es, es)

.cos(ez, ;).
.cos(es, 7).
.cos(es, 7).
.cos(es, 7).
.cos(es, 7).
.cos(es, 7).
.cos(es, 7).
.cos(es, 7).
.cos(es, 7).

-cos(es, er) .

(er€2)5
(6193)|5
(61‘34)|5
(eze3)s
(6294)|5
(eseq)|s
(eres5)s

(ezes)|5

-(ezes)|s

.cos(es, es).

(eses)s

(3132)|1
(9193)|1
(6164)|1
(9293)|1
(6264)|1
(6364)|1
(9195)|1
(eze5))1
(eses)n

(9495)|1

+v3)4-
+v3)4-
+U3|4
+v3)4-
+v3)4-

+U3|4

(
(
(U2|2 V14 — V24-V1)2
(
(
(

Le Polymixte Envotliteur 253

V211- V114 — V214- V11

V212: V113 — V2)3-V1)2

V213- V1|4 — V2|4- V1|3
V211- V115 — V2)5- V11

V212: V1|5 — V2|5-V1)2

.cos(ey, eq)
.cos(ey, eq)

)
)
).
)
)
)

cos(ey, €s)

.cos(ey, &)
.cos(ey, eq)

.cos (e, e4)

. (3134)|4
. (3233)|4
. (9294)|4
. (3334)|4
. (eleS)|4

(eze5))a

+V34- (172|3 V1|5 — V2is5- V1|3)-COS(?,a) (eses))4

+V34- (172|4 V1|5 — V2is5- 171|4) cos(es, eg) . (es5))a

+U3|1.

+U3|1.

+U3|2
+U3|2
+U3|2

+U3|2

(
(
(
(

V211- V112 — V2)2- V11

V211- V113 — V213- V11
V211- V114 — V2)4- V11
V2)2- V113 — V23- V12
V212:V1j4 — V2|4 V1)2
V213:-V1ja — V2|4- V13
VU2)1- V15 — V2i5- V1)1
V2)2: V1|5 — V2|5- V1|2
V213- V1|5 — V2|5- V1|3

V214 V1|5 — V25-V1j4

V211- V112 — V2)2- V11
V211- V113 — V2)3- V11
V211- V114 — V214- V11

V212: V113 — V2)3-V1)2

\_/\_/V\ /\_/VV\ /\ /\__/

)
)
)
)

.cos(es, &)
.cos(es, e7)
.cos(es, e7)
.cos(es, &)
.cos(es, e;)
.cos(es, e;)
.cos(es, &)
.cos(es, e;)
.cos(es, e;)

.cos(es, &)

.cos(es, &z)
.cos(es, €z)
.cos(es, e3)

.cos(es, ez)

-(€1ez)|5
(e1e3)s
(e1e4)s
-(eze3)s
(e2e4)s
.(ezey)|s
.(eses)|s
(eze35)s
-(6365)|5

-(eses)s

.(e1€2))5
.(e1e3))5
-(6’16’4)|s

.(e2€3)|5



+V35.
+V35.
+'U3|5.
+V35.
+V35.
+U3|5.
+V35.
+V35.
+U3|5.

+U3|5.

+U3|5.
+v35.
+U3|5.
+U3|5.
+v3s.
+U3|5.
+U3|5.
+v3s.
+U3|5.

+173|5.

-771|2 _U2|2'
.U1|3 —U2|3.
.U1|4 —U2|4.
.U1|3 —U2|3.
.171|4_ —‘U2|4.
.U1|4 —U2|4.
.171|5 —‘U2|5.
.171|5 —‘U2|5.
.U1|5 —U2|5.
.171|5 —‘U2|5.
V112 — V22
V113 — Vz)3-
V114 — V2)a
V113 — Vz)3-
V14 — V2|4
V114 — Vs
V15 — Vz|s-
V15 — Vz|5-
V15 — Vz|s-
V15 — Vz|5-

V11

V11
V111
V1)2
V1)2
V113
V111
V1)2
V113

V1)a

\_/\_/\_/\_/\_/V\_/\_/V\_/

.cos(es, e3).
.cos(es, e3).
.cos(es, &3).
.cos(es, &7).
.cos(es, &7).
.cos(es, e3).
.cos(es, e3).
.cos(es, e3).
.cos(es, e3).

.cos(eg, €3).

.cos(es, e3).
.cos(es, e3).
.cos(es, e3).
.cos(es, e3).
.cos(es, e3).
.cos(es, e3).
.cos(es, e3).
.cos(es, e3).
.cos(es, e3).

-cos(es,e3) .

(€1ez)|z
(6193)|2
(3134)|2
(eze3)|2
(‘3294)|2
(3394)|2
(eleS)|2
(ezes)|2
(eses)2

(e4es)|2

(ere2)3
(9193)|3
(ere4)3
(9293)|3
(6294)|3
(9394)|3
(9195)|3
(eze5)3
(e3e5)|3

(eses)3

.U1|4
.U1|4
.171|5
.U1|5
.U1|5

.171|5

V12
V13
.'U1|4
.171|3
.171|4
.171|4,
.171|5
.171|5
.171|5

ST

.171|2
.U1|3
.171|4
.171|3
V14

.171'4_

Le Polymixte Envoliteur 254

— V214-V1)2
— V214- V13
—V215- V11
— VU25-V1)2
— VU25- V13

— V25- V1|4

—V212- V11
—V213- V11
— V214 V11
— V213-V1)2
— V2)4-V1)2
— V214- V153
— Vz15- V1)1
— V215-V1)2
— Vz15- V13

— V215- V1|4

— V212 V11
— V213 V1)1
— V214 V11
— V23-V1)2
— V214-V1)2

— V214- V1|3

\_/vvvvv

\_/\_/\_/\_/\_/\_/\_/vvv

-cos(es, &7)
-cos(es, &2)
.cos(es, ez)
-cos(es, &2)
-cos(es, &2)

.cos(es, ez)

.cos(es, e3)
.cos(es, e3)
.cos(es, e3)
.cos(es, €3)
.cos(es, €3)
.cos(es, e3)
.cos(es, e3)
.cos(es, €3)
.cos(es, e3)

.cos(es, e3)

-cos(es, e4)
-cos(es, e4)

.cos(es, e4)

)
)
)
).
)
)

cos(es, )

.cos(es, ey)

.cos(es, e4)

-(3234)|s
-(3334)|s
(ere5)s
-(ezes)|s
-(e3es)|s

.(ese3))s

-(€1ez)|5
(e1e3)s
-(61‘34)|5
(e2e3)s
(e2e4)s
-(ezeq)s
(e1e5)s
(eze35)s
.(ezes)|s

.(ese5)|s

(e1e2)s
-(6’16’3)|5
(ere4)s
(eze3)5
-(926’4)|s

-(ezeq)|s



+V315. (Vo1 V12 — Vp2- V11 ) -cos(es, e) . (e1€2))4

+v3s. cos(es, ey) . (e1€3)}4
cos(es, ey) . (6134)|4

.cos(es, ey) . (6263)|4

V211- V113 — V213- V11
+TV35-\ V2j1- V1|4 — V2)a- V1)1
+TV35.\ V2j2: V13 — V2|3- V1|2

NN
+V3)5. | V2)2- Vija — V2pa-V1j2 ) - cOS(€5,€4) . (€284) 4

+U3|5. Cos(ara) . (eleS)H-

cos(es, ey) . (ez€5))4

V211- V15 — V215- V11
tV35. ( V2)2: V15 — V2|5. V1)2

NN
+V35. .cos(es, ez) . (ezes)s

.cos(es, ey) . (ese5) |4

V213- V1|5 — V2|5 V13

+V35.\ V2j4- V15 — V2|5- V1)

( )
( ):
( ):
( )
( ):
+V35. (U2|3-771|4 - 172|4-”1|3) cos(es, eg) . (e3e4) 4
( ):
( ):
( )
( )

+173|2-(172|1-V1|2 — V212- V11 -Cos(a'a)-(e1ez)|1
—

V2)1- V113 — V2)3- V1)1 -C05(31;32)-(3133)|1

-COS(a,e_z’)-(eie4)|1

.cos(eq,e3) . (eze3)1

V212:V1j4 — V2)4-V1)2 -C05(9_1),9_2))-(9294)|1

)
( )
( )
( )
( )

+V3)2. (V2|3- V14 — V2)4- V13 ) .cos(eq,€3) . (9394)|1

( )
( )
( )
( )

V211- V114 — V2)4- V11

U2)2- V113 — V2)3-Vq)2

V1. Vyjs = Vas- Vi1 ) - c0s(e7,e7) . (e1es5))n
-C05(9_1);9_2))-(9295)|1
-C05(9_1);9_2))-(9395)|1

.cos(ef, e3). (ese5))1

V2)2: V1|5 — V2|5- Vq)2
V213- V1|5 — V2|5- V13

V2)4- V1|5 — V2|5- V14

+ U3|1.
+U3|1.
+v3)1.
+v3)1-
+v3)1-
+U3|1.

+U3|1.

(172|2 V15 — V2)5-V1)2

A\ V211- V15 — V215 V1)1

V213- V1|5 — V2|5- V1|3

A\ V214 V15 — V2|5-V1)4
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‘U112 — Vz)2-
‘U113 — Vzj3-
V114 — V2|4
V113 — Vy3-
V12 — V2|4
V114 — V2|4
‘U115 — Vz|s5.
V115 — V2)s-
V115 — Vz5-
V115 — V25-
‘U112 — Vz)2-
‘U113 — Vz)3-
-V11a — V2)4-
V113 — Uy)3-
V114 — V2|4
V112 — V2|4
‘U115 — Vz|s5-

V11
V11
V11
V1)2
V12
V13
V11
V12
V13

V1|a

V11
V11
2151
V12
V12

V13

V1)1

\_/\_/V\ /\_/\_/V\ /\ /\__/

\_/\_/\_/\_/V\_/\_/

.cos(es, ey) - (ere5)s

)
).
)
)

cos(es, eg) . (e2€5)|5

.cos(es, es) . (eses))s

.cos(es, ey) - (e4e5))5

.cos(eg, €3). (e1ez)|2
.cos(ej, e3). (‘31‘33)|2
.cos(ej, e3). (‘31‘34)|2
.cos(ef, &) . (e2€3)12
.cos(eg, e3). (‘32‘34)|2
.cos(e1,€7) . (ezes))z
.cos(eg, €3). (6165)|2
.cos(ef, €7) . (3235)|2
.cos(ef, e;). (eses))2

.cos(eq,e7) . (6465)|2

.cos(ef, €3). (e1ez)|3
.cos(e7,€3) . (er€3)j3
.cos(ef, e3). (9194)|3
.cos(e7, e3). (9293)|3
.cos(e7, e3). (9294)|3
.cos(ey, €3). (ezeq)p3

.cos(ef, e3). (eles)|3



+ v3)3. (Uzu- Vi — V2. V11 )-cos(er, e3). (erex)n

+U3|3.
+U3|3.
+U3|3.

+U3|3.

+U3|3.
+U3|3.
+U3|3.

(
(
(
(
+V3|3-(V2|3
(
(
(
(

+U3|3.

.U1|3
.U1|4
.U1|3
.U1|4
V14
V15
V15
.U1|5

.171|5

— V23

- U2|4.
- U2|3.
- U2|4.
- U2|4.
- U2|5.
- U2|5.
— U2|5.

- U2|5.

.v1|1).cos(e_1’,e_3’).
— —
v1|1).cos(e1,e3).
vip ).cos(r, ).
vip ). cos(r, ).
— —
v1|3).cos(e1,e3).
v1|1).cos(e_1',e_3’).
V1|2)-C05(a,§)-
U1|3)-C03(a;e_3))-
V1|4)-C05(a,§)-

(ele3)|1
(3134)|1
(6293)|1
(6234)|1
(3334)|1
(eleS)ll
(ezes)u
(ezes)u

(€4es)|1

—
+ U3|4-(Vz|1-”1|z — Vg2. V1)1 ). cos(eq, €) . (ere2)1

.U1|3
.U1|4
.171|3
.171|4
V14
V15
Vs
V15

.1.71'5

- U2|3.
- U2|4.
— U2|3.
- U2|4.
- U2|4.
— U2|5.
- U2|5.
— U2|5.

- U2|5.

).
v1|1)-005(e_13a)-
v1|1)-c05(a,e7’)-
”1|z)-C05(a;e_4))-
V1|2)-005(a:a)-
v1|3)-c05(?1’,a’)-
v1|1)-c05(?1’,a’)-
V1|2)-005(a:a)-
v1|3)-c05(?1’,a’)-
v1|4)-c05(?1’,a’)-

(9193)|1
(3134)|1
(3233)|1
(9294)|1
(9394)|1
(9195)|1
(ez€5)1
(9395)|1

(9495)|1
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+v3)1- (172|2-V1|5 — V2i5.V1)2 ) .cos(e7,e3) . (eze5)3
+v3)1- (172|3-V1|5 — V2i5. V13 ) .cos(e7,e3) . (eses)3

—
+v3)1. (U2|4-V1|5 — V5. V14 ) .cos(eq, €3) . (ese5)|3

+U3|1.

+U3|1.

.U1|2 - U2|2.
.U1|3 - U2|3.
.U1|4 - U2|4.
.U1|3 —Uz|3.
.171|4 —U2|4.
.171|4 —172|4.
.171|5 - 172|5.
.171|5 —U2|5.
.171|5 _vZIS'
.171|5 —U2|5.

.171|2 _U2|2-
.U1|3 —U2|3.
.U1|4 —U2|4.
.171|3 —172|3.
‘V1j4 = V2)a-
‘V1j4 = V2)a-
V15 — V2)5-
V15 — Vz|s-

V11
V11
V11
V12
V1)2

V13

V13

cos(er, es)
cos(er, es)
cos(er, )
cos(er, e4)
cos(e7,e4)

cos(eq,e4)

cos(ey, ey)

cos(eq,e4)

V1|a .cos (e, ey)

2151
V11
V11
V12
V12
V13
V11

V12

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

T S S W e N T g

cos(e, e3)

cos(ez, €3)

. (‘31‘32)|4
. (3133)|4
. (91‘34)|4
. (‘32‘33)|4
. (3234)|4
. (3334)|4

V111 .cos(ef,ey).

(e1e5)4

-(6265)|4
.(ezes)s

-(6465)|4

-(€1€Z)|3

-(6’16’3)|3

cos(ez, e3). (3134)|3

cos(ez, €3)
cos (e, €3)
cos (e, €3)

-(6293)|3
-(926’4)|3

-(936’4)|3

cos(ez, e3) . (9195)|3

cos (e, €3)

-(ezes)|3



+ v3)3. (V2|1 V12 — Vz2-Vip1 ). c0s(€z,€3) . (e1€3))2

U2|1'

V13

.U1|4
.U1|3
.U1|4
.U1|4
V15
V15

.171|5

V15

- U2|3.
- U2|4.
- U2|3.
- U2|4.
- U2|4.
- U2|5.
- U2|5.
- U2|5.

- U2|5.

V111

V111

):
):
):
):
171|2)
):
):
):
):
):

cos(ey, e3).
cos(ez, €3) .
cos(ez, €3) .
cos(ez, €3) .
cos(ez, €3) .
cos(ez, €3) .
cos(ez, €3) .
cos(ez, €3) .

cos(ez,€3) .

(6193)|2
(€1e4)|2
(3293)|2
(6294)|2
(6394)|2
(ere€5)2
(e2e5)|2
(e3es)|2

(eses)2

+ V3)4. (Vz|1 V12 — V2p2- U1|1) cos(ey, eq). (e1ez)|2

+U3|4.
+V3)4.
+U3|4.
+U3|4.
+V3)4.
+U3|4.
+U3|4.
+v3)4.

+U3|4.

.171|3
.171|4
.171|3
V14
V1)
V15
V15
Vs

.1.71'5

— V2)3-

- U2|4.
— U2|3.
- U2|4.
- U2|4.
— U2|5.
— U2|5.
- U2|5.

- U2|5.

171|1)
V1|1)
”1|z)
”1|z)
V1|3)
171|1)
171|2)
V1|3)
vs).

cos(ey,ey).
cos(ez,€y) -
cos(ez, ).
cos(ez,e3).
cos(ez,€5) -
cos(ez, ).
cos(ez, &) .
cos(ez,€5) -

cos(ez,€s) .

(3133)|2
(9194)|2
(3293)|2
(3294)|2
(9394)|2
(e1es)|2
(9235)|2
(eses)2

(9435)|2
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+v3)2. (172|3-V1|5 — Vg|5.V1)3 ) .cos(ez,e3) . (ezes)3

+v3)2. (172|4-V1|5 — Vz|5- V14 ) .cos(ez,e3) . (ese5))3

+U3|2.

+U3|2.

+U3|3.

+U3|3.

V12 — V2)2-
V113 — Uy)3-
V114 — V2|4
V13 — Vyz)3-
V114 — V2)4-
V114 — V2)4-
V15 — Vys-
V15 — Vz5-
V15 — Vz)5-
V115 — V2)s-
V112 — VU2)2-
V113 — V2)3-
V114 — V2|4
V113 — Vz)3-
V114 — V2)4-
V114 — V2)4-
V15 — V25-
V1|5 — V2)5-
V15 — Vz)5-
V1|5 — V2)5-

171|

V11
V11
V12
V12
V13
V11
V1)2
V13

V1|4

V11
2151
V11
V12
V12
V13
V11
V1)2

V13

\_/\_/\_/\_/\_/vvvvv

\_/\/\_/\_/\_/\/\_/\_/V\_/

.cos(ez, e;)
.cos(ez, e5)

.cos(e,e4)

.cos(ez, ey).

.cos(ez,€,)
.cos(ez,e;)
.cos(ez,e,)
.cos(ez,e4)
.cos(ez,e4)

.cos(ez, es)

-cos(ez, &)
-cos(e3,e4)
-cos(ez, &)
-cos(e3, e,)
-cos(e3,e4)
-cos(e3, &)
.cos(e3,e4)
.cos(e3,e4)
-cos(e3, &)

.cos(e3,e4)

-(91‘32)|4
-(‘31‘33)|4

. (3134)|4

(‘32‘33)|4

. (‘32‘34)|4
. (3334)|4
. (€1es)|4
. (6265)|4
-(ezes)4

.(ese5)4

-(e1ez)|4
-(6193)|4
-(3134)|4
-(3233)|4
-(6294)|4
-(3334)|4
.(e1€5)4
-(e2€5)4
.(e3e5)|4

-(eses))4
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+ U3|4-(U2|1-171|2 — V2. V11 ). cos(es, e5) . (e1€2)3
cos(es, e;). (9193)|3

cos(es, eq) . (6164)|3

V211- V13 — V213- V11
V211- V114 — V2)4- V11
cos(es, e;). (9293)|3
cos(es, ey) . (9294)|3
cos(ez, ey). (6394)|3
cos(es, ey) . (eles)|3
cos(es, ey) . (e2e5)|3

cos(ez, e,) - (ezes)j3

V212- V113 — V213-V1)2

V212-V1ja — V2)4-V1)2

V211- V115 — V215- V1)1
V212- V1|5 — V215 V1)2

V213- V1|5 — V2|5- V1|3

).
( ):

( ):

( ):

( ):
+V3)4. (U2|3- Vija — V2j4-V1)3 ) .
( ):

( ):

( ):

( ):

V214- V15 — V2|5 V1)4 COS(€_3),€_4))-(€495)|3

] {81:82:83:6‘4;6‘5}

On réorganise cette écriture en faisant apparaitre des termes contenus dans Det(vs; V,; V3; V2; 7). On
Det(Vs; Va; V3; V23 U4

consideére le cas ou { e; ; e; ; e3; e,; s} forment une base orthonormé pour affirmer que seules les termes
surlignés en gris sont non nuls, et on conjecture que c’est aussi vrai dans une base {ej ;e; ;es; e, €5}
quelconque :

_—

W AY) =

(v1; v2;v3 )conf{ef;e;;e5:e55€5}
(0;v13v7;v3) 3D

[Vs)1- (U2|1- V12 — V2p2- V11 ) [ cos(eq,e7) . (e1e;) )1 +cos(ez, e7) . (e1e2) ), + cos(es, e7) . (ere3)3 + cos(es, er) . (e1€2) 14
4
+ cos(es, er) . (e1e2)s]

tv3);. (U2|1- V13 — V23- V1)1 ) [cos(e7,e7) . (e1e3) 1 +cos(ez, e1) . (e1e3), +cos(es, e7) . (ere3))3
+cos(ey, e7) . (e1e3) s + cos(es, er) . (e1e3)s]
+v3)1. (Uz|1- Vija — V2)4- V1)1 ) [cos(eq,e7) . (e1e4) |1 +cos(ez, e1) . (e1e4) ), + cos(es, e7) . (ege4) 3 + cos(es, €7) . (e1€4))4
.,
+ cos(es, e7) . (e1€4)5]
+v3);. (V2|2- V13 — V23-V1)2 ) .[cos(ef, 7). (ese3))1 +cos(e3,87) . (eze3) 2 + cos(ez, €7) . (eze3) 3 + cos(es, €7) . (e2€3))4
A
+ cos(es, e7) . (e2€3)|5]
+v3);. (V2|2- Vija — V2j3-V1)2 ) .[cos(ef, e7) . (eses)1 +cos(ez,€7). (eze4) 2 + cos(es, e7) . (eze4)3 + cos(ex, 7). (e2€4)}a
A
+ cos(es, e7) . (ex€4)|5]
+V3)1. (U2|3- Vija — V24-V1)3 ) .[cos(ef, e7) . (eses)n +cos(ez, €;). (esen) 2 + cos(es, €7) . (eses)3 + cos(ey, e7) . (e3e4)}4
L
+ cos(es, 1) . (eses)|s]
+v3);. (V2|1- Vs — V25- V1)1 ) [cos(e7,e7) . (e1es) |1 +cos(ez, e) . (ere5)), + cos(es, er) . (ere5)j3 + cos(es, €7) . (e1€5))4
+ cos(es, er) . (eres5)s |
+v3);. (V2|2- Vs — Vz5-V1)2 ) .[cos(ef, 7). (eses5)|1 +cos(ez,e1). (eze5)2 + cos(es, e7) . (eze5)3 + cos(ex, er) . (ez€5)}a
A
+ cos(es, e7) . (ez€5)|5]
+V3)1. (U2|3- Vs — Vz5- V13 ) .[cos(eq, e7) (ezes) | +cos(ey, €7) . (eses)2 +cos(es, e) . (ezes) s
+cos(ey, e7) . (eses)s + cos(es, er) . (ezes)s |
+V3)1. (U2|4- Vs — Vz5- V1) ) .[cos(eq, e7) (eses) 1 +cos(ez, €7) . (eses)|2 +cos(es, er) . (eses) s
+cos(es, e7) . (eaes)a + cos(es, er). (eses)s |
+ v3)2. (V2|1- V12 — V2p2- V1)1 ) [cos(er, e;) . (e1e2)1 +cos(ez, €3) . (e1e5) 2 + cos(es, €7) . (e1e2)3 + cos(eq, €;) . (e1€2)1a
+ cos(es, e7). (e1e3))s]
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—vaya. (V1. vajs = Vaps vap ) [05(@,85) - (esen)py +005 (85, 85) - (eser)p + c0s(85,85) - (eser);s + cos(€3,85) - (ezer)ya
+ cos(es, e7) . (ezeq)s]
V21-V1ja ~ V2j4- V11 ) -[cos(e],€7) . (ese1) |1 +cos(ez, €7) - (eser) 2 + cos(e3, €7) . (ese1) 3 + cos(€5,€7) - (e41) 4
27
+ cos(es, e7) . (ese1)s]
V2)2-V1j3 — V23- V1|2 ) [cos(eq,e;) . (eze3))1 +cos(ez, e5) . (eze3) )2 + cos(es, €;) . (eze3) )3 + cos(es, e3) . (e€3) 4
+ cos(es, 7). (eze3)5]
V2)2-V1ja — V2j4- V1|2 ) [cos(eq,e;) . (e2e4))1 +cos(ez,€3). (eze4)2 + cos(es, €3) . (eze4) 3 + cos(eq,€3) . (€2€4) 2
+ cos(es, 7). (eze4)5]
V2|3-Vija — V2ja- V1|3 ) -[cos(e1,€3) . (ese4)1 tcos(ez,€7) . (ezeq)|z + cos(es, €3) . (eses) 3 + cos(es, €7) - (ezes) s
7
+ cos(es, e7) . (eze4)s]

V32 (
(V2|1- V1|5 — V2i5- V11 ) .[cos(e1,€3) . (ese;) |1 +cos(ez, €7) . (eser) 2 + cos(es, €;) . (eser) 5 + cos(ey, €3) . (eseq) s

+U3|2
+U3|2

+U3|2

+ cos(es, e7). (eseq)s ]
V212: V1|5 — V2|5- V1|2 ) [cos(er, €;) . (eze5)1 +cos(ez, ;). (eze5) 2 + cos(es, €3) . (exe5) |3 + cos(ey, €3) . (ez€5))4
+ cos(es, e7) . (ezes5)s]
V213- V1|5 — V2|5- V1|3 ) .[cos(e1, €;) (ezes)|1 +cos(ez,€3) . (eses) 2 +cos(e3,e3) . (ezes)3 + cos(ey, €3) . (ez€5)ja
+ cos(es, e;) . (ezes)s |
V2|4- V1|5 — V2|5. V1|2 ) .[cos(ey, e;) (eses)|1 +cos(ez, €3) . (eaes) |z +cos(es,e;) . (eses)3 + cos(ey, €7) . (ese5))a
+ cos(es, e3) . (eses))s ]

+U3|2

_173'2.
+173|2.

+173|2

tV313. (| V2)1. V12 — V2)2- V11 ) .[cos(e1,e3) . (e1e2) )1 +cos(ez, €3) . (e1e3) 2 + cos(ez, €3) . (e1e;) 3 + cos(ey, €3) . (e1€2) 4
+ cos(es, e3) - (e1€2))5]

+V3)3- (V2|1- V113 — V213- V1)1 ) .[cos(e1,e3) . (e1e3) |1 +cos(ez, e3) . (ere3) 2 +cos(e3, e3) . (ere3) 3 + cos(ey, €3) . (e1€3))4
+ cos(es, e3) . (er€3))5]
V211-V1ja — V214- V11 ) -[cos(e],€3) . (ese1) |1 +cos(ez, €3) - (eser) 2 + cos(ez, €3) . (ese1) 3 + cos(ey,€3) - (e481) 4
—,
+ cos(es, e3) . (ese1)|s]
V212: V13 — V2|3- V1|2 ) [cos(eq,e3) . (e2e3))1 +cos(ez, e3) . (eze3) )2 + cos(es, e3) . (eze3) 3 + cos(ey, e3) . (ez€3) 4
—
+ cos(es, e3) . (eze3) 5]
V212 V1ja — V2)4- V1|2 ) .[cos(ef,€3) . (esez)|1 +cos(e3,€3) . (ese2) )z + cos(es, e3) . (esez) |3 + cos (€5, e3) . (ese2) s
L
+ cos(es, 33)-(e4ez)|5]

—U3j3 (
(U2|3- Vija — V2j4- V13 ) [cos(e1, €3) . (ezes) |1 +cos(ez, e3) . (ezes) 2 + cos(e3, €3) . (e3e4) |3 + cos(ey, €3) . (e3e4))4

+U3|3

—U3j3

+ cos(es, e3) . (ese4)s]
—V313:-\V21: V1|5 — V25- V1)1 ) .[cos(eq, e3). (9591)|1 +cos(e;, e3). (9531)|2 + cos (e, e3). (3531)|3 + cos(ey, e3) . (3561)|4
—
+ cos(es, e3) . (eser)s |
V2)2: V1|5 — V2|5- V1|2 ) .[cos(ef, €3) . (esez)|1 +cos(e3,e3) . (eser) |z + cos(es, e3) . (esez) 3 + cos(es, e3) . (esez) s
&
+ cos(es, e3) . (esez)s]
V2)3- V1|5 — V2|5- V13 ) .[cos(e7,e3) (ezes) |1 +cos(ez, e3) . (eses) |2 +cos(es, e3) . (ezes) |3 + cos(ey, e3) . (ezes)a +
cos(es, e3). (9395)|5]
+V3|3. | V2j4- V1|5 — V2|5: V1|2 ) .[cos(eq, €3) (ese5) |1 +cos(ez, €3) . (eaes) |z +cos(es, e3) . (ese5))3 + cos(ey, e3) . (e4€5))4
+ cos(es, e3) . (eses)s |
V3)4- (V2|1- V12 — V2p2- V11 ) .[cos(ef, es) . (e1ex))1 +cos(ez,€y) . (e1e5) 2 + cos(es, e;) . (e1e2)3 + cos(ex, es) . (e1€2)}a
+ cos(es, e3). (e1€3))5]

+U3|3.
—173|3.

+173|3

+v3)4. (V2|1- V113 — V213- V11 ) -[cos(e1,€5) . (ere3) |1 +cos(ez, €3) . (ee3) 2 +cos(e3,e4) . (e1e3))3 + cos(es, e5) . (e1€3) )4
+ cos(es, e,) . (e1€3) 5]
Va)1-V1ja ~ V2j4- V11 ) [cos(e1,€5) . (e1e4) |1 tcos(ez, es) . (ere4)2 + cos(ez, €5) . (e1e4) s + cos(es,€5) - (e1€4) 4
+ cos(es, ey) - (e1e4) 5]
Va)2- V1|3 — V23- V1|2 ) .[cos(e1, ey) . (eze3) |1 +cos(e3,€4) . (e2€3))2 + cos(e3,€4) . (e23))3 + cos(ey, €4) . (e2€3)}4

(
(
+ cos(es, es) . (eze3) 5]
(
(

+U3|4.
+U3|4.

V212 V1ja — V2)4- V1|2 ) [cos(eq,es) . (e2e4))1 +cos(ez, €y) . (eze4) 2 + cos(es, er) . (eze4) 3 + cos(es, €1) . (e2€4) 4
+ cos(es, eg) . (e2€4))5]

+V3)4- | V2j3- V1) — V2)4- V13 ) [cos(e1,e5) . (ese4))1 tcos(ez,e5) . (e3e4) )z + cos(es, ey) . (e3e4) 3 + cos(ey, €y) . (e3e4))4

+ cos(es, e) . (eseq)s]

+U3|4

259
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—vays. (V2. vajs — Vg5 vapn ) - [0S (@, &) - (eser)py +c0s (@5, 5) - (eser)p + cos(@3,2) - (eser);s + cos(@3,2) - (eser)ya
+ cos(es, e;). (eser)s |
—V3)4- (172|2- Vs — Vz5-V1)2 ) .[cos(es, e3) . (esez) |1 +cos(ez,e5). (esey)z + cos(es, eq) . (esez) |3 + cos(ey, ez) - (esez)
+ cos(es, ey) . (esez)s]
—V3)a- (V2|3- Vs — V25- V13 ) .[cos(eq, e) (eses)|s +cos(ez, es) . (eses) |z +cos(es, es) . (eses)|s + cos(eq, es) . (eses)|s
+ cos(es, ez) . (eses);s |
+V3)4. (U2|4- Vs — Vzy5. V1)4 ) [cos(e7,es) (eses) 1 +cos(ey, ey) . (eses) |z +cos(es, eq) . (eses) 3 + cos(ey, e5) . (eses) |4
+ cos(es, ey) . (eses))s |
+V3s. (172|1- Vi2z — V2p2- V11 ) .[cos(es, e5) . (e1e;) )1 +cos(ez, e5) . (e1e3) 2 + cos(es, €s) . (e1€5))3 + cos(ey, es) - (e1€3)
+ cos(es, es) . (e1€2)s]
+v3s. (V2|1- V13 — Vz3- V1)1 ) .[cos(eq, es) . (e1e3)|1 +cos(ez, es) . (ere3) 2 +cos(es, e5) . (e1e3) (3 + cos(es, es) . (e1e3)
+ cos(es, e5) . (e1€3))5]
+V3s. (1’2|1- Vija — V2j4- V1)1 ) .[cos(eq, es) . (eres))1 +cos(ez, e5) . (ege4) 2 + cos(es, es) . (eres) 3 + cos(es, €s) . (e1€4))4
+ cos(es, &) . (eze4) 5]
+v;3s. (V2|2- V13 — V23-V1)2 ) .[cos(eq, e5) . (eze3))1 +cos(e3,e5) . (e2€3)) + cos(e3, es5) . (e2€3) 3 + cos(ey, €5) . (e2€3)}4
+ cos(es, es) . (e2€3);s]
+V3s. (1’2|2- Vija — Vzj4-V1)2 ) .[cos(ey, es) . (eze4))1 +cos(e3,€5) . (e24) )2 + cos(e3,e5) . (€24) 3 + cos(e4, €3) . (€284) 14
+ cos(es, es) - (e24)5]
+V3s. ("2|3- Vija — V20a- V13 ) .[cos(ey, es) . (eseq)|1 +cos(ey,e5) . (e3e4)); + cos(es, e5) . (e3e4) |3 + cos(ey, es) . (e3e4) )4
+ cos(es, es) . (ezeq)s]
+V35. (V2|1- V15 — Vp5- V11 ) .[cos(e1, e5) . (eres5)|1 +cos(ez, e5) . (eres5) 2 + cos(es, es) . (eres)3 + cos(ey, es) . (e1€5) 4
+ cos(es, es). (eres);s |
+V35. (V2|2- V15 — V5- V1|2 ) .[cos(e1, e5) . (eze5))1 +cos(ez, e5) . (eze5))2 + cos(es, es) . (eze5) 3 + cos(ey, €s) . (ez2e5))4
+ cos(es, es) . (ez€5))s]
+v3s. (V2|3- V15 — V5. V1|3 ) .[cos(eq,e5) (ezes) |1 +cos(ey, es) . (eses) |2 +cos(es, e5) . (ezes)3 + cos(ey, es5) . (ezes))q +
cos(eg, es). (3395)|5]
tv3s. (U2|4- V15 — V25-V1)4 ) .[cos(e7,e5) (eses) |1 +cos(ez, es) . (eses) |z +cos(e3,e5) . (eses) 3 + cos(y, e5) . (eses) |4

+ cos(es, es) . (eses) s 1 |

En notant ((0; e5; &,; €3; €,), € ) I'élévation du vecteur es au-dessus de l'objet (0; e5; &,; €3; €5). On peut
conjecturer I'égalité des termes non nuls :

U & |sin((0;€), &) Isin((0; 15 83), €3) . Isin((0; €73 5 €3), &) . Isin((0; &7; &35 e3; €4), €5 )|

= cos(eq, e7) . (eze3) )1 +cos(ez, 1) . (e23) ) + cos(es, e7) . (eze3) |3 + cos(es, e7) . (eze3) (s + cos(es, er) . (ez€3))5
= cos(eq,e7). (ezeq) 1 +cos(ez,er) . (e2e4) )2 + cos(es, e7) . (eze4) (3 + cos(es, €7) . (eze4) (s + cos(es, er) . (eze4))s
= cos(eq, e7). (egeq) 1 +cos(ez,er) . (ezes) ), + cos(es, er) . (ezeq) s + cos(es, e7) . (eses) s + cos(es, er) . (eses)s
= cos(eg,e7). (ezes)1 +cos(ez,er) . (eze5)) + cos(es, er) . (eze5))3 + cos(es, €) . (eze5) 4 + cos(es, &) . (ez€5)|s
= cos(ey,e7) (eses)|y +cos(ez, e7) . (eses) |, +cos(es, er) . (eses)|3 + cos(ey, e1) . (ezes)|s + cos(es, er) . (eses))s
= cos(ey,e7) (eses) 1 +cos(ez, 1) . (eses) |, +cos(es, er) . (eses) |3 + cos(ey, er) . (eses))s + cos(es, er) . (eses))s
= cos(eq,e3) . (eze1) )1 +cos(€3,€3) . (ese1) + cos(es,e7) . (eze1) |3 + cos(ey, €3) . (ezer) s + cos(es, €3) . (ese1)|s
= cos(e1,e3) . (ese1) )1 +cos(€3,€7) . (e461) + cos(e3,€7) . (ese1) |3 + cos(ey, €3) . (eser) s + cos(es, €3) . (ese1)|s
= cos(ey1,€;) . (ezes)1 +cos(ez,e;) . (eses) 2 + cos(es, e;) . (ezey)|3 + cos(ey, ;) . (eseq) s + cos(es, ez) . (esen)s
= cos(eq,e3) . (eseq) |1 +cos(e, ;) . (eseq), + cos(es, e3) . (eseq) |3 + cos(ey, €3) . (eser) s + cos(es, €3) . (esey)|s
= cos(ey, €;) (ezes)|y +cos(ez, e;) . (ezes) | +cos(es, e;). (ezes) |3 + cos(ey, e;) . (ezes))s + cos(es, e3) . (eses))s
= cos(e1, €z) (ese5)|1 +cos(e7,€7) . (ese5) 2 +cos(es, e;7) . (eqse5) 3 + cos(€5,€7) . (eses)1a + cos(es, 7). (ese5)s
= cos(ey,€3) . (e1€2))1 +cos(z,€3) . (e1€2) |2 + cos(es, €3) . (e1€2) 3 + cos(ey, €3) . (e1€5) 14 + cos(es, €3). (e1€2)5
= cos(eq, e3). (3431)|1 +cos(e;, e3). (3491)|2 + cos(es, €3). (3491)|3 + cos(es, €3). (9431)|4 + cos(es, €3). (3491)|5
= cos (&1, €3) . (ese3) 1 +cos(e7,€3) . (ese;)2 + cos (€3, €3) . (e42) (3 + cos(ey, €3) . (e4€2) (4 + cos(es, €3) . (e4€2) 5
= cos(ey, e3) . (esey)|s +cos(ez, e3) . (esey) o + cos(es, e3) . (eseq) |3 + cos(ey, €3) . (esey)js + cos(es, e3). (eseq)s
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= cos(ey,e3) . (esex); +cos(ez, e3) . (esey) |z + cos(es, e3). (esex) |3 + cos(ey, e3) . (esez) s + cos(es, e3) . (esex)s
= cos(ey, €3) (ese5)|1 +cos(e7,€3) . (eses)2 +cos(es, €3) . (ese5)j3 + cos(ey, €3) . (ese5))s + cos(es, €3) . (eses))s
= cos(e1,e,) . (e1€2))1 +cos(z,€5) . (e1€2) 2 + cos(es, e5) . (e1€2) 3 + cos(ey,€5) . (e1€5) 14 + cos(es, er) . (e1€2)5
= cos(e1, €;) . (e1e3))1 +cos(e3,€5) . (ere3) +cos(es, er) . (e€3)3 + cos(e5,€5) . (ere3) 4 + cos(es, er) . (e1€3))5
= cos(ey, ey) . (eze3) |1 +cos(ez, e5) . (exe3))2 + cos(es, e) . (eze3) 3 + cos(ey, ey) . (eze3)14 + cos(es, eq) . (e2€3))5
cos(eq, e5) . (eser)s +cos(e, er) . (eser) 2 + cos(ez, €5) . (eser)|s + cos(ey, e,) . (eseq)js + cos(es, ey) . (eser)s
= cos(eq, €4) . (esey)|y +cos(ez,ey) . (eser), + cos(es, es) . (esez) s + cos(es, €;) . (esez) s + cos(es, es) . (esez)s
= cos(eq, e5) (eses)|y +cos(e3,es) . (eses), +cos(e3,ey) . (eses) |3 + cos(ey, e5) . (ese3)|s + cos(es, es) . (ese3)s
= cos(ej,es).(e1e;))1 +cos(es,e5) . (e1€2)), + cos(es, es) . (e1e;) (3 + cos(es, es) . (e1e;) (s + cos(es, es) . (e1€2))s
= cos(eq, e5) . (e1e3) )1 +cos(ez, e5) . (e1e3))2 +cos(es, es) . (ere3)|3 + cos(eq, es). (e1€3)14 + cos(es, e5) . (e1e3)s
= cos(eq, e5) . (e1eq) )1 +cos(ez,e5) . (e1e4), + cos(es, e5) . (e1e4) |3 + cos(es, es) . (e1e4) (s + cos(es, es) . (e1e4))s
= cos(eq, es) . (e2e3))1 +cos(ey, es) . (exe3)|2 + cos(es, es) . (eze3) 3 + cos(eq, es) . (ex€3))4 + cos(es,es) . (ez€3))s
= cos(eq, e5) . (e2e4)1 +cos(ey,e5) . (eze4) 2 + cos(es, €5) . (eze4))3 + cos(eq, €5) . (e2€4)14 + cos(es,e5) . (e2€4))5
= cos(eq, e5) . (eze4)1 +cos(ey,es) . (eses) o + cos(es, es) . (eses)|3 + cos(eq, es) . (eses)js + cos(es, es) . (eses))s

On en déduit alors :

_—
R AY) o=
(v, v2;v3 )conf{ef;e;;e3eq,e5}
(0; 91507 ;v3) 3D

U & [sin((0; €)), €;)|. Isin((0; 815 87), €3) . Isin((0; &7; €55 €3), €) . |sin((0; &7; €35 €35 €4), €5 )|

. [(V3|3- (V2|4- V115 — V2i5-V1)4 ) — V34 (Vz|3- V15 — V215- V13 ) + V3)s5. (U2|3- V1ja — V2)4- V13 ))

(U3|z

(V3|z (Vz|4 V15 — Vz|s5- 171|4) — V3|4 (172|2- V15 — V215-V1)2 ) +V3)s5. (U2|2-171|4 — V214-V1)2 ))
(V2|3 V15 — V215- V1|3 ) — V3)3- (172|2 V15 — V215-V1)2 +U3|5-(U2|2-V1|3 — V13- V1)2 ))

+ (v32- (V 213- V1) — V2)4- V13 3|3+ (U 212-V1ja — V24 V12 +173|4-(172|2-171|3 — V13- V12 )

<U3|1 (Uz|3-1’1|5 — V2i5- V13 ) —V3)3- (U 211- V1|5 — V25- V1)1 +173|5-(172|1-U1|3 —172|3-V1|1)

+ (V3|1 V213:-V1ja — V2|4- V113 ) — V3|3- (172|1 Vija — V214 V11 +173|4-(172|1-171|3 —V213:- V11 )

) )
)-v )
(v3|1 (v2|4.v1|5 - v2|5.v1|4) 314 (v2|1 V1js — Vys- v1|1)+v3|5.(v2|1.v1|4 — Va4 Vit
) )
) )
)

—V3|2: (172|1- Vs — V215- V11 ) tV3)s. (U2|1- Vi)2 — V212: V11 ))

+(V3|1- (V2|z- Vija — V2)4-V1)2 ) — V3|2 (172|1-171|4 — V214 V11 ) + V3)4. (U2|1-171|2 —V212: V1)1 ))

<V3|1 (Uz|z- V15 — V2i5- V1|2

—
env

{eq;ez;es;eq;e5)
+(173|1- (172|2- V113 — V213-V1)2 ) — V3|2 (V2|1- V113 — V213- V11 ) +V33. (U2|1- V12 — V212 V11 ))]

_—
On calcule ensuite le vecteur ordinaire v, A v; X (v, A 77) qui est une séquence de cette série m = 5.

_
Uy AU3R(V; AVY)

s — — —- = —_— s — — —>
(v1;v2:v3:v5)conf{ ef;e;;e3;e5;es}
(0;v1 ;v7 ;U3;V43V5 )5D
(0;v1 ;5 ;V3;04)4D

. (U4|1. e1 t Vaz. €2 + Vygy3. €3 + Vyg. €4 + Vys. 65) A\ (U3('U2 A\ Ul))
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- - - - A - - = -
On distribue en une combinaison de = 10 vecteurs envolteurs E, = { Eq, E5,..., E1o}

5!
(5-3)1.3!

dans la matrice des coordonnées 31\>215(v_3’; V5, 7;) définies dans R®. On identifie dans cette matrice (en

supprimant chaque fois une des 5 lignes de coordonnées) 10 déterminants 13))35(173’; v,; V1) de 3 colonnes et

—_ — P —
3 lignes, sur lesquels on peut greffer {E;, E,..., E1¢} comme des vecteurs unitaires formés des combinaisons
linéaires que l'on veut dans{e;;e;;e;;es;e<} lorsqu’ils se composent avec un des vecteurs de
{e1; ez, €55 €45 €5},

D ———
R AY) o=
(vi;vz;v3)conf{ el e;;e3 e85}

(0;v1 ;v; ;v3)3D

V.. & |sin((0;8)), €7)|- 1sin((0; e1; €7), €3)|. Isin((0; €53 €5; €3), €5) . Isin((0; &5; €5; €33 €5), €3 )|

—
. [(U3|3- (Uz|4- V15 — V2i5- V1|4 ) — V33 (Uz|3- V15 — V215- V1|3 ) + V3. (172|3- Vija — V2)a- V13 )) Eq

+ (V3|2- (V2|4- V115 — V2s- U1|4) — V3|4 (U2|2- V115 — V2i5-V1)2 ) +v3s5. (Uz|z-v1|4 — V214 V1)2 )) -E,
—
+ (V3|2- (V2|3- V15 — V5. V1|3 ) — V33 (U2|2- V15 — V5. V1)2 ) +v3)s5. (Uz|z-v1|3 — V3. V1)2 )) E3

+ (U3|2- (U2|3-U1|4 — V212- V13 ) — V3|3 (772|2-U1|4 — V214-V1)2 ) + V3)4. (172|2-171|3 — V213-V1)2 )-E4
+ (U3|1- (U2|4-171|5 — V215- V1) ) — V33 (Uz|1-171|5 — V215:- V11 ) +V3)s5. (U2|1-171|4 — V214 V1)1 )) .Es
+ (‘73|1- (‘72|3-V1|5 — Vy5- V13 ) —V3|3- (U2|1-U1|5 — Vy5- V11 ) +V35. (v2|1-171|3 —V23- V11 ))-Eé

+ (V31 (‘72|3- Vija — V214- V13 ) — V33 (U2|1- Vija — V214- V11 ) + V33 (v2|1-171|3 —V213- V11 )) E;

+ (173|1- (172|2- V15 — V25-V1)2 ) —V3|2- (U2|1- V15 — V2p5- V11 ) +v3)5- (Vz|1-171|2 —V212- V11 )) .Eg

+(‘73|1-(‘72|2-171|4 _U2|4-U1|2)_U3|2-(U2|1-U1|4 _Vz|4-171|1)+U3|4-(v2|1-171|2 — V212 V11 ))-E9
+(U3|1-(Uz|z-”1|3 _U2|3-171|2)_U3|2-(U2|1-U1|3 _U2|3-171|1)+U3|3-(U2|1-171|2 — V212: V1)1 ))-Elo]
On allege en notant :

a = . &. [sin((0;€7), &3) |- Isin((0; e1; €3), 3)|. Isin((0; 13 €5 €3), €5) . Isin((0; &1 €35 €55 €5), €5 )|

On liste les lignes polymixiales formées par les E,, dans leurs compositions avec les coordonnées portées
par les vecteurs unitaires e, de v, dans:

-
—_— —> —>
AR AY) =
(v1;v2;v3;v5)conf{ el ez es5e,8s5}
(0,91 ;3 ;V3;04;05 )5D
(0;v1{ ;77 ;U3;v4)4D

(V4|1-Ef + Vyp2. € + Vyp3. €3 + Vapp. €4 + v4|5.e_5’) Aa. (137>t<?§(77;, Uy vp). Ep + et 13)531;07_3): V2 v1).Eqg)
1 10

On obtient alors une distribution des coordonnées de v, sur les Det(vs;v,;v;) formant 50 lignes
3X3
RS

polymixiales qui prennent chacune une valeur vectorielle puisque v, /\(173’(17_2’/\171’)) est un

vecteur ordinaire:
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5!

35 ——)={n;; n,;..; Ny
{ l}( (5_3)|3|) { 1 2 50}
e AE =7
e NE, =7,

e NE; =73
e, NE, =7,

e NEs=e ANEg=& NE; =& NEg=8 NE;=8 NE;g=0

e; NE, =ng

e; NEs = —ng
e; NEg=-n;
[—y =g —
62 /\E7 =_n8

R ——

e ANE, = NEs=¢ NE,=¢ NEg =& NE;=¢ AEy=0

— e —
€3 A E2 = Ny
[—y =g —_—
e3 N ES = —Nqq

— e —_—
€3 A Eg =MNqq
[—y =nd —_—
e3 N Eg =MNqy

& NE{ =& NEs=& NE;=¢ NEg=0¢; NE; =& AEjg=0

e, NE; =nq3
e; NEg =7y,
e, NEg =7nyg
eq NEjg = —Tyg

e NE[=e NE; =& NE, =& NEs=¢; NE;=¢ NE;=0

es NE, = —ny;
es NE;, = —ng
es NEqg=—Tyg
— - —_
es NEjg = —ny

e NEy=e NE,=¢ NE;=¢ AEg=e ANEg=2 AE; =0

D’ou, en distribuant :

-
VAR AY) =
V1,V;,V3;V5)conf{ ef;e;;e3;e,;€s5}
(0;v1 ;v7 ;U3;V43V5 )5D
(0;v1 ;v3 ;V3;04)4D

(Vaj1. €1 + Vapp. €5 + Vap3. €3 + Vapa. €4 + Vays.€5) A (3R (05 A 7))

= a.
[+174|2- (173|3- (172|4- V115 — V215-V1)4 ) — V3|4 (V2|3- V115 — V2i5- V1|3 ) + V3. (U2|3-V1|4 — V214- V13 )) -Ns

—

—Vy43- (V3|2- (V2|4- V15 — V215- V14 ) — V3|4 (V2|2-171|5 — Vz15- V12 ) +V3)5. (U2|2-U1|4 — V314 V12 )) ‘Mg

J

tV44. (173|2- (172|3- Vils — Vz15- V13 ) — U3)3- (172|2- V11s — Vz15-V1)2 ) +v35- (172|2- V113 — V213-V1)2 )).n13

|

V4 s- (V3|2- (V2|3- Vila — V2)4- V13 ) — V3j3- (V2|2-171|4 — V314 V12 ) + V3|4 (U2|2-U1|3 — VU313 V12 )) Ny

~
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—
+V4|1-<173|3-(172|4-171|5 _172|5-171|4) V3|4~ (V2|3-U1|5 — VUy5- V13 +V3|5-(V2|3-V1|4 V214- V13 )) ny

_174|3-(173|1-(172|4-771|5 _772|5-171|4) — U3)4-\V2)1- V15 — V215- V11 +773|5-(772|1 Vija — V214- V11 )) Mo

51

+774|4-(173|1-(172|3-771|5 _172|5-771|3)_773|3 (77 211+ V1|5 _772|5-171|1>+773|5 (772|1 V113 — Vz3- v1|1
e
Va11-V1ja — V24 Vqp1 ) + V314 V2)1- V13 — V23 Vqp1 ) |- Mg

—V45- <V3|1 V213- V114 — V2)4- V13 ) — V3|3-

V41| V3j2-\ V212- V15 — V2i5-Vija ) — V3ja (172|2-771|5 _172|5-771|2>+773|5-(772|2 V1ja — V214- V12 )) n,
—
— U3)4. (V211: V1|5 — V2i5- V1)1 | TV3i5- | V21 V1ja — V2j4- V11 ) |- M6

—V4)2- (V3|1 (172|4-V1|5 — Vz15- V1)

—
A\ V212 V15 _172|5-171|2) 173|2-(172|1-171|5 _V2|5-V1|1)+V3|5-(V2|1 Vi]2 — V212- V11 )) Nys

—

_774|5-(773|1-(772|2-771|4 — V214 V12 ) — V3)2- (U2|1-U1|4 - U2|4-V1|1)+V3|4-(772|1 V12 — V212 V11 )) N9
))-n3

V212- V115 — V215- V12 ) +v35. (U2|2- V113 — V213-V1)2

VS

tV41- (V3|2 (Vz|3-171|5 — V2i5- Vg3 ) — U3)3-

)7

) Ny

A

V211- V15 — V2i5- V1)1 +773|5-(772|1 V113 — Vzy3- V1|1)

VU211- V115 — V215- V11 +773|5-(772|1 V12 — V212- V11

/\

+U4,|3. U3|2

—Vs42- (V3|1 (v2|3-v1|5 _U2|5-V1|3)_V3|3
(V3|1 V212- V15 — V2i5- V12

P
V212: V113 — V23- V12 312-\V211- V13 — V213- V11 +V3|3-(V2|1 V12 — V212 V11 )) Nyo

A V211 V1ja — V24 V11 ) + V3p4e (V2|1-U1|3 V13- V1)1

UJ

V213- V114 — V24- V13

312 \V211- Vija — V2pa- V11 ) T V3 (U2|1 V12 — Va)2- V11 )) Ny,

)

) )

(v ( )-v )
(s (vt 9 = 91 ) = v (v = v ui ) + v (e = v )75
(v ( )-v ) )7

)-v )

) )

(U3|1 (V 212: V114 — V214- V12

VU211- V113 — V213- V11 +U3|3-(U2|1 V12 — V212- V11 )) Nye)

AA

A\ V2)12: V13 — V2i3- V12 ) — VU3)2-

On obtient alors ce que I'on souhaitait, qui était de mettre en évidence cinq déterminants de matrice de
matrice 4 colonnes et 5 lignes.

On précise la constante a dans sa forme compléte avecavec |cos((0; €7),€7)| = 1 C’est une pure fourniture
d’'informations puisque a complet = a réduit = a:

a complet = .. £.. |cos((0; 7). €7)|. |sin((0; €7), 3)|. |sin((0; e €7), €3)|
|sin((0; e1;85;€3), €5) |- Isin((0; &7 €5 €35 €5), €5) |

On donne ensuite le polymixte pm qui est donc un envoiiteur d'un objet polymixial 5D formé sur R> =
5//
RS

env
{e];6 ;ex €5 €2} et dont le vecteur unitaire —“L2%€4%5)_ renrésente toutes les combinaisons linéaires

possibles sur { e ; &; ; e3; 55 €5},

On adonc:
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m = VX (v, AV3XK(Vy AV;
5 4 3 2 1
5//55 (0;v1; V3;V3; Vq;05)5D
R

(01, v2;3; Vg5 Jconf{ef ;e5;€3 ;e4;€5}

On I'aborde par son développé :

pm = (175|1.€1 + Us|2. €2 + V3.3 + Usg. €4 +'l75|5.€5) (Vg ANV3R(V; AY))
5/ /55 (0;91;V3;V3; U4;05)5D RS
R

(D{; V2,03, V4505 )
el it
conf{e; ;ez;e;3 ;eq;€5}

Les lignes polymixiales ny, ...,i;o en se combinant en produits scalaires avec ej ;e5;es ; es; €s forment
5x20 = 100 nouvelles lignes polymixiales pour reformer un envoiiteur de R°= { e7; e;; e3; e,; ez }.

_,_eny , env
. ;€2;€3;e4; 5
Elles prennent chacune une valeur vectorielle. On note <1234 s} — _E> .
7 “env”
(e17e2:e3,64:65) RS

—_— —_— —_—
ensv ensv ensv
1.— ou—1.—2— ou0.—=£
|env |env |env
RS RS RS

puisque Vs X (174) A V3R (V5 A v_l))) est un vecteur envoiiteur, on a ce qu’on souhaite voir :

env
ellﬁn5 = elmng = elmnl?, = eﬂﬁlnn =1.——
ez

RS

—
env
RS

Note : e;Xn. se lit comme la ligne polymixiale ;X (e, AE;) = 1.
env
| R5 |

elmnl = elmnlo = elmn14 = elmnlg = O‘—

elnz = elné = elnls = elnlg = 0

env
RS

—
env
RS

€1Mn3 = 61Nn7 = elmnll = elmnzo = O

env
RS

env
RS

eln4 = elng = elnlz = eln16 = 0

env
RS
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5
ezmnl = ezmnlo = 62mn14 = ezwnlg = _1 R—

ezlﬁln5 = 62mn9 = 62mn13 = ezwn17 = 0

ezwnz = eZNTL6 = ezmn15 = ezl&nlg = 0.

e;,Xn; = e;XIn, = e,Xn; = e;XIn,5 = 0.

e;,Xn, = e;Xng = e, Xy, = e;XIngg = 0.

env
RS

env
RS

63|X|n2 = e3|ﬁn6 = e3|&n15 = e3lﬁln19 =1.

—_—
“env
RS

env
RS

63|X|n5 = e3|&n9 = e3mn13 = e3lﬁln17 = 0.

63|Z|Tl1 = 63|Z|n10 = e3mn14 = 63|Z|n18 = OR—

|en17|
RS

63|X|n3 = e3|&n7 = e3mn11 = e3lﬁln20 = 0.

RS

63Nn4 = €3M7’l8 = €3M7’l12 = egmn16 = 0

—_—
env
RS

env
RS

€4M7’l3 = €4M7’l7 = e4mn11 = 641&1’120 =—1.

|en17
RS

env
RS

€4M7’l5 = 64Nn9 = 64Nn13 = 641&7’117 = 0

|env
RS
—_—
ensv
e4n1 = e4n10 = 64n14 = e4n18 = OR—

|6’Tl17
RS
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e Xn, = e, Xng = ¢,Xn 5 = e,Xn;9 = 0.

env
RS

env
RS

e4|&n4 = 64Mn8 = 64%’7’112 = e4|&n16 = 0.

—_—
|env
RS
env
RS

esXn, = esXIng = esXn, = esXng = 1.

_—
|env
RS

esXIng = esXng = esXn 3 = esXn,,; = 0.

RS
_—
env
esXn; = ecXn;g = ecXn;, = esXn g = 0.—F—

env
RS

env
RS

esXIn, = esXIng = esXny 5 = esXng = 0.

esM¥n; = esXIn, = esXIng{ = esXn,y = 0.

RS

On reconstitue donc :

——

pm =

5/ /55 (0;v1; V2,35 V43v5)5D
R

(V1 v2;v3; Vg5 conf{ ef ;e5;e3 ;€4;€5}

=a.

[Vs)1- [Vay2- (U3|3- (U2|4- V15 — V2i5- V1|4 ) — V3)4- (172|3-V1|5 — V5. V13 ) + v3)5. (V2|3-U1|4 — V24-Vq)3 ))
—V43- (U3|2- (U2|4- V115 — V2i5- V)4 ) — U3|s- (V2|2-U1|5 — V215- V12 ) +V35- (U2|2-U1|4 — V214 V1)2 ))
+v44- <V3|2- (V2|3- Vi1s — V215- V13 ) — V3|3- (U2|2-V1|5 — Vz15-V1)2 ) +V3)5. (172|2-171|3 — V13- V12 ))

—Vy4s- (V3|2- (V2|3- Vija — V2)4-V1j3 ) — U33- (V2|2-V1|4 — V213 V12 ) + V3)4. (U2|2- V113 — V213-Vq)2 ]

—Vs)2- [V4|1- (V3|3- (V2|4- V11s — 172|5-V1|4) — U3|s- (V2|3- V115 — V215- V13 ) + V35 (U2|3- V114 — V2)4- V153 ))
—Vy3- <V3|1- (V2|4- Vi1s — V215- V1) ) — V3|4 (U2|1-V1|5 —Vz15- V11 ) +V3)5. (172|1-171|4 — V214 V1)1 ))
TV4)4- (V3|1- (V2|3- Vis — V215- V13 ) —V33- (V2|1-V1|5 — VUy15- V1)1 ) +V3)5. (U2|1- V113 — V213- V11 ))

—Va4|s5- <V3|1- (V2|3- Vila — V214 V1|3 ) — V33 (U2|1-V1|4 — V214 V11 ) t V3)4. (v2|1- V13 — V213- V11 ))]

+s5)3. [Va)1- (173|2- (172|4- V1|5 = Vz5-V1j4 ) — V3|4 (172|2- V1|5 = Vz5- V12 ) +v3)5. (v2|2. Vija = V214 V12 ))
V42 (V3|1- (V2|4- V15 — V215- V14 ) — V3|4 (V2|1-171|5 — Vz15- V1)1 ) +V3)5. (U2|1-U1|4 — VU214 V11 ))

+V4)4. <V3|1- (172|2- V115 — Vz15-V1)2 ) —V3|2- (U2|1-171|5 — VU215- V1)1 ) +V35. (172|1- V112 — V212- V11 ))
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—Vys- <V3|1- (V2|2- Vija — V2)a-V1)2 ) — U3)2- (V2|1-U1|4 — V214 V11 ) + U3 (V2|1- V12 — V212- V11 ))]

—Us|s- [174|1- (V3|2- (172|3- V1ls — Vz15- V13 ) — V33- (U2|2- V11s — Vz5-V1)2 ) +V35- (V2|2- V113 — V213-V1)2 ))
—V4|2- <V3|1- (772|3- V11s — Vzi5- V1|3 ) —V3|3- (772|1- Vi1s — Vz215- V11 ) +V3)5. (172|1- V113 — V213- V11 ))
TVy3. <V3|1- (V2|2- V15 — V215 V12 ) —V3)2- (V2|1-U1|5 — VUy15- V1)1 ) +V35. (V2|1- V12 — V212: V11 ))

—Vy|s- (773|1- (772|2- V113 — V13- V12 ) — U3j2- (172|1- V113 — V213- V11 ) +V3)3. (772|1- V12 — V212- V11 ))]

+V5)5. [174|1- <V3|2- (772|3- V14 — V214- V13 ) — U33- (172|2- V114 — V214-V1)2 ) + V34 (172|2- V113 — V213-V1)2 ))
—Va2- (V3|1- (172|3- Vija — V2)4- V13 ) — V3|3- (V2|1-U1|4 — V314 V1)1 ) + V34 (V2|1-V1|3 — V13- V1)1 ))

tVy3. (773|1- (772|2- Vija — Va)4-V1)2 ) = V32 (U2|1- Vija — V4. V1)1 ) + V34 (V2|1- V2 = V2j2- V11 ))

_,_env |
{e1ezses5eq5e5)
~Vga- |\ V3j1-\ V212: V13 = V23- Va2 ) = V3j2- (V21 V13 — V23- V11 ) TV33- | V2p1- Va2 — V2)2- V11 |1 B —

{e1iez;esseq5e5)

Qu’on écrit plus simplement :

_,._enyv |
{e1;ez;e3;€4;85}

pm = a. Det(vs; vy; Vs; Va; V1)-
5/ /55 (0;v1; 2;V3; V4;05)5D
R —, G,
{e1;ez;e35e45€5}

I S g
(v1; v2;v3; V4305 )conf{ ey ;ez;e3 ;es;es}

aréduit = .. &. |sin((0; 7). ;)| Isin((0; e1; €3), €3)|. Isin((0; &7; &5; €3), €3) |
sin((0; e1; €3 €35 €5), €5 )|

a complet = . &. |cos((0; &), e_1’)|.1l;5. & |sin((0;€), )| |sin((0; e1; 83), €3) |
|sin((0; &3 e5; €3), €3)|. Isin((0; e5; €5; €33 €5), €3 )|

Sa coordonnée dans le repére (0; <2245y ypidimensionnel occupant virtuellement tout R® avec une

norme 1 est la mesure orientée d’un objet 5D dans R®. Le polymixte envoliteur pm occupe virtuellement

5//5
RS
tout R® avec une norme ||pni|| = |a. 15)%(175’; U,; U3; Uy; U1)|. Pratiquement parlant, il envoiite un objet
5//5

RS
polymixial 5D de norme |a. g%t( Vs; Uy; U3 Ug; U1 )| dans le repére (eg; e 5; e3; €4; €5).

Cet objet est mesuré en multiples d’objet polymixial 5D hypercubique de valeur 1.

Conclusion

On conclut que si (0; 7 ;V, ;V3; Va; Vs )5D, pm est défini non nul. Le vecteur ordinaire v: et le vecteur
5//5
RS

ordinaire v, A 73X (v, A v7) sont liés si U< est orthogonal a tous les vecteurs de I'objet polymixial 3D formé



Le Polymixte Envoliteur 269

sur {ej;e,; e3;€e,;€5} et a v,. Dans le cas contraire, Le vecteur ordinaire v et le vecteur ordinaire
—_—
v, A3 (v, A7) sont libres entre eux.

* k¥

m=5;n=6

Le repére (0;e;;e,:e3:e,;€c:¢e’c) est 6D. On sait que si 'objet (0; V7 ;5 ;V3;Vs; Ve ) est de dimension
1;€2;€3;€4;€5,€'¢ 15V2;V3;V4; Vs

- .
inférieure a 5, le vecteur e’ se composera avec un vecteur nul ou indéfini. Par conséquent le polymixte pm
5//6

R®

_ — — — — ) . —_— s — — —

sera indéfini. On considére donc (0; vy ; V; ; V3; Us; Vs )5D. Donc l'objet (0; V1 ; V5 ;V3; Vs Vs €' ) est 6D.
Le vecteur e’ est orthogonal a tous les vecteurs formés par combinaisons linéaires sur {e; ; e; e3; €4; €z}
et n’est pas dans I'espace de l'objet (0;v; ; V5 ; Vs3; Vs; Vs ). Le vecteur ordinaire e’ et le vecteur envoiiteur

vs X (ﬁ Az X (v, A v_l))) sont libres entre eux.

Cependant il n'y a pas assez de dimensions dans R® pour définir un produit vectoriel des vecteurs

e, et X (v_4’ A3 X (v, A v_l’)) envolteur d’un objet polymixial 5D formé sur {e;;e, ;es; €,;es}. Le

polymixte ordinaire est donc indéfini par manque de dimensions :

Pl = e’s AT (v, A v30(v; A vy) ) = indéfini
5//6

D el
R6 (0,vl,v2,V3,v4,vS,e 6)6D

(V1; v2;v3; V505 )conf{ ey ;ez;e3 ;e5;€5)

(0;v7; v2;V3; V4;05)5D

Conclusion

On conclut que si I'objet (0; v7; Vy; Us; v_4’;v_5;’e—’6)) est de dimension égale a 6, pm n’est pas défini par
5//6

RO

— S
manque de dimensions . Le vecteur ordinaire e’ et le vecteur envolteur v¢X (174’ AV3X (v, A v_l’)) sont
libres entre eux.

* %k %

m=5;n=7

Le repére (0; e;;e5 €3 ey €z;€e'¢; e’7) est 7D. On sait que si I'objet (0; V7 ; V5 ; V3; Uy; Vs ) est de dimension

inférieure a 5, le vecteur e’ se composera avec un vecteur nul ou indéfini. Par conséquent le polymixte pm
5//7
R7
sera indéfini. On considére donc (0; V7 ; V5 ; V3; Va; Vs )5D.
4 1 T I TIE L LY ! Y 4
Donc l'objet (0; V1 ; v, ;3 V4; Vs €' 5 €'7) est 7D. Le vecteur e’ est orthogonal a tous les vecteurs formés
. . s s s _— = — — —> _,—’ ) 1] ) .
par combinaisons linéaires sur {e;;e;;es3;es;€s5;e's} et n'est pas dans l'espace de l'objet
—_ — — — —
(0;171 ;U5 3 U3 Uy Uss € )
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On a conclu en m =5; n = 6 que la séquence e’y A T X (ﬁAv}’(vZ’/\F{)) est alors indéfinie par

e
manque de dimensions. Cependant il y a assez de dimensions dans R” pour définir la séquence e’ A

v X (17_4)/\ v3 X (v, A v_{)) qui forme un vecteur orthogonal a e’ et a tous les vecteurs de R® bornés a

[|vs X (ﬁ A (v, A 171)) || puisque vsX (174’ A (v, A v_l’)) est envoliteur d'un objet polymixial 5D

—_ — — — —> - — — Er—————— . o T
formé sur {e;;e,;es; e,s;es}. On conclut donc que e’y A Ve X (v4 AV X (v, A vl)) est confiné a e, . Le

—_— RN —_———
vecteur ordinaire e’ et le vecteur ordinaire e’ A V=X (v, A v:X (v, A 77) ) sont donc liés entre eux.
7 6 \VUs 4 N V3 2 AUy

On a le repére (0; ey ;e,;e3;€4;€5;€’¢;e'7) en 7D. On choisit librement dans cet espace 7D la valeur
d’opérateur =1ou = —1 pour y caractériser I'orientation directe ou indirecte du produit vectoriel.
7 7

Si une valeur est choisie pour une des deux orientations, la valeur contraire s’applique a I'orientation
contraire.

On choisit la valeur d’opérateur &, pour caractériser I'orientation directoide ou indirectoide de l'objet
(0; €165 635855 €5 e'e; e—’7)) Si l'objet est directoide, alors &, est du signe qu'on a choisi pour ¥, qui
caracteérise I'orientation directe du produit vectoriel dans I'espace 7D. Sil'objet est indirectoide, alors &, est
du signe contraire a celui qu’on a choisi pour ¥, qui caractérise I'orientation directe du produit vectoriel
dans I'espace 7D.

On précise la séquence :

— o S Y
e’6Av5(v4/\v3(v2/\vl)) =
(0;171 U5 VU3V Vse’ 6 ;e’7)7D
(v1; v2;v3; vg;0s )conf{ e ;ez;es ;eq;es}
(0;91; V3;V3; V4;05)5D

Ug- &5- [sin((0; €7),€7) |- Isin((0; 13 €7), €3)|. Isin((0; &1; €55 €3), &) |- |sin((0; &1; €55 €3 €5), €5 )|

{erez;e35,e4;€5)

)

—_— — — — —> _l)
.Ls)g(vs;m;vg;vz;vl)-(e 6N\

_,._eny |
{er;ezes5eq5e5}

Avec:

{Haeavv,ﬂ}
€1;65,63,€64.€ —
1,€2,€3,64,C5 )= +1€’7

g Es. (€76 A

{el;ez;es5eq:85)

On pose alors que :

env
ey, _,
{el;ez;e35e4;85}

g &g (€76 A

) =

env
— s,
{61162}63}94:95}

U,-&;.|sin((0; 1585 €5:85:85), €') |- [sin((0; 813 €5: 85833855 €7g), €77)| - €7
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On allége en symbolisant la constante a dans sa forme complete. C’est une pure fourniture d’informations
puisque a complet = a réduit = a
a complet = .. £,.|cos((0; 7), &7)|-|sin((0; 1), €7)|- |sin((0; e €2), €3) |. Isin((0; e7; &35 €3), €5) |

—_ — s —
1sin((0; 8338538582, €3)\. |sin((0: 233 853 853 €33 85), €'6) | [sin((03 833 853 853 @i @i e ) €77

Par suite :
e's N5 X (V4 AVzX (v A 771)) = a. Qfst(vsi Vy; V3; Vg5 V1) €'y

N
0;V4 ;U5 ;V3;V4;Vs;€ ¢ ;€' 7 )7D
e e
(V1 v2;v3; Vg5 )conf{ e seze3 ;eq;es}
(0;v1; V3;V3; V4;05)5D

Et ensuite on donne le polymixte pmi qui est donc un envoiiteur d’'un objet polymixial 5D formé sur R’ =
5//7
R7

{e_{; e5; €3 €€z €'¢; e'7} , il occupe toutes les directions de R’, chaque direction ayant 2 sens, et est borné

aune norme :

o T o [— xS
m = e’7(e’6/\v5(174,/\173(172/\171)))
5//7 (0:17_1' V2 3 V3;Vg50s5e’ 6 ;6’7)7D
R7

(V1; V2303, V4305 )conf{eg ;ez;€5 ;e5;85}
(0;v1; 2,035 V4;05)5D

—
env

_ —

_— — — — — I 12
{6’1; 6’2; 33; 34; 6’5; e 6; e 7}

A T ot [ A o
= e’7(e’6/\v5(174/\173(172/\171)))].
—_—
env
{6’1; 6’2; 33; 34; 6’5; e 6; e 7}

_
pm = [a. Det(Vs; Vy; V3; V5 V7). €' Xe’; |
5//7 5X5 N
R7 env

—_—

—_)l _—)-_—)-—)l _—)- ! . !
{ell eZI 631 e4l eSI e 6’ e 7}

Donc

—
env

_— —

—_)-—)- —)-—)-—)- ! . !
{eli eZJ e3r e4-7 eS: e 6’ e 7}

— — — — —— —>
pm = a.Det(Vs; vy; U3; Vg V7).
5//7 5X5 _
R7 env

_— —.

—_)-—)- —)-—)-—)- ! . !
{eli eZJ e3r e4-7 eS: e 6’ e 7}

aréduit = ,.£,.|sin((0; &7),23)|. |sin((0; e1; &3), &3)|. Isin((0; e1; &35 €3), €3) . Isin((0; e1; e &35 ), €5)|
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a complet = ,.£,.|cos((0; &7, &1)|. [sin((0; €1, )| [sin((0; &1 €3), &3) |- Isin((0; &1 23, €3), €5)|

o —_— = — —\ —> - —_, s — — — - —_— s = — — T\ g
.|sin((0;eq; e5;e3;e4),€5)|. |sm((0; €1, €y, €3, ey, e5),e'6)| : |sm((0; €1;€y; €3; €y, ec; e’6), e’7)|

.
env
s ——>
{e1;ez;e35e55e55e/5e17}

Sa coordonnée dans le repére (O; ) unidimensionnel occupant virtuellement tout R’

I
env
s ——>
{6116216316416516'616’7}

avec une norme 1 est la mesure orientée d’un objet 5D (volume orienté) dans R’. C’est en valeur absolue
la méme mesure que dans R>’. Le polymixte envoliteur pm occupe virtuellement tout R7 avec une norme

5//7

R7
|lpmi]|| = |a.é))%t(v_5’; U,; V3, Uy; V1)|. Pratiquement parlant, il envolite un hyper objet 5D de norme
5//7

R7
—_— — — — —> S —_— = = — — _,) _/)
|a.é))%t(v5; Uy, U3, U,; ;)| dans le repére (0; €1;€3,€3;€4;€5;€ ¢ e 7).

Cet objet est mesuré en multiples d’objet polymixial 5D hypercubique de valeur 1.

Conclusion

On conclut que si l'objet (0; 77 ;75 ; V33 053 Us; €6 €'7) est de dimension égale a 7, pmi est défini non nul.
5//7
R7

N e . S = N .z
Le vecteur ordinaire e’ et le vecteur ordinaire e’ A Vg (v4 A3 (v, A vl)) sont liés.

* k%

Conclusionpourm =5; n > 5et (0;v,;v; ; V3, V4; V5)5D

On poursuit :

m =eghe,K(e A (e X (6_'4_)/\17_3)(17_2) A v_f))) = indéfini
R8

_—
env
— g,
{ e1;e;;€e3;8ey; }

es;elg;el7;elg;elq

e T T T e e (— . oo S ey —
5/7/’}) =e'gM(e'gne'7M(e's ANUsK (Vg A V3KV, A7) ) = a l&’g(vs; Vy; U3; U3 V7).
RO
_env_,
€1;€3;€3;€64;

{?s’;e—%’;ﬁ;glg);e—@’}
Et ainsi de suite un objet défini dans la croissance des n impairs.

On peut donc conclure pour 7; # 0 et¥, # 0 et 3 # 0 et ¥, # 0 et Uz # 0 et pour des polymixtes définis
sur des objets 5D :

pm = indéfini
5//(n pair>2) (0;v7 ;v5 ;V3;V4 ;V5)5D
R (V7 ;U5 ;03,05 ;Vs)cOnf{ e1;e5;e5;4:€2}
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—
env
— _ — — — — —> Rnimpair
pm = a.Det(vs; vy; v3; V53 11).
5//(n impair=5) (0;V7 ;3 ;03;V4 ;U5)5D e VTR
e (V1 V5 V374 V) conf{ e;;e;;e3;€43€5) R impair

aréduit = ,.&,.|sin((0;€7),&;)|. [sin((0; &1 87), &3) . Isin((0; &1 €5 23), €4) . Isin((0; &1 €55 235 €, €5)|

a complet =, .£,.|cos((0;€7),e7)|.|sin((0; 1), ;)| Isin((0; &1 ), €3)|. Isin((0; &7; €33 €3), €5) |
—_— — —_—
sin((0; e1; €3; €35 e4), €3) |- |Sin((0; e1;€;; 3,84, €5), e’e)| |Sin((0: il B s e’n-1) . e’n)|
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5.11 Tableau récapitulatif des formules des polymixtes

Polymixte dans un espace { e, Jm U { e_’p’ }J(n—m)

P = AR (@A B (TN B (7 A (58 G5 ATD)) ) )
Rx+n—m

[/\ ]mpair =A ; [/\ ]mimpair —
[/\ ]npair =A ; [/\ ]nimpair —

La fleche figurée en rouge est présente si m impair. La fleche figurée en vert est présente si m + 1 impair. La fleche figurée en bleue est présente
sin impair. Chaque vecteur de { e, }m est quelconque. Chaque vecteur de { e'p }(n — m)} est orthogonal a tous les vecteurs
formés par combinaisons linéaires dans la réunion des familles { e, }m U {e—’p) }(n -m)}

Vecteur polymixte mesurant des objets polymixiaux mD confinés 3 R™ dans R™mPair

env
_ — — nimpair
pm = a. Det (V,; ...; V5 V7). 78
—_— m 2 V1
m//nzm (Vm; - V2;07)mD m)ilm o
R impair (Vpg;..;0z;01) conf{eq;es;...em} R RM impair

Avec:
aréduit =y, ., . |sin((0;€)),&;)|. Isin((0; &3 €7),€3)| .. |sin((0; &1; €3 s €m—1), &m)|
a complet = .£,.|cos((0;e)),€7)|.|sin((0;e1), €;)|- 1sin((0; &1 €3), &) ... |sin((0; €15 €3 ...; €m—1), €m) |
.|Sin ((0; ey ey; ...;En_{),e'_m__:)|.|sin ((O;e_l’; €5 .} By e'_,m::),e'_,m:;ﬂ....lsin ((0; €180 e m),g':”

¥, = 1 ou — 1 caractérise I'orientation directe ou indirecte du produit vectoriel dans I'espace R™ ""P%"

€, = 1lou—1 caractérise relativement au choix fait pour {5 I'orientation directoide ou indirectoide du repére (0; €1; i m € mets i €n)
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env
7 — \ n impair . , 3 . .
La coordonnée de pm dans le repére (0; =~ ) est la mesure orientée d’un objet mD dans R™ P4
m//nzm
; R env
RTl impaitr Rn impair
env
nimpaitr . . A . . j j . .
RETPET_: vecteur unitaire envofiteur de norme loccupant toutes les directions dans R "™P%" chaque direction ayant deux sens
&,
RTL impaitr

Palinodie

Exposition des libertés conceptuelles qu’on a pu prendre pour établir une formule. Dans le cas des polymixtes,
c’est la liberté prise dans les choix des valeurs des lignes polymixiales, de fagon a obtenir la formule souhaitée

Mesures absolues d’objets polymixiaux mD confinésa R™ dans R™™P%Tpar les normes de polymixtes

Un objet polymixial mD posséde m groupes non identiques de 2™~ 1 arétes paralléles entre elles. Il est mesuré par des normes
de vecteurs polymixtes en multiples d’objets polymixiaux mD hypercubiques (segment, carré, cube, hypercube) de valeurs 1

pm = Det (v;
1 Il ,=, [Pt
gnimpairz1  (vy)conf{es} Rt
pm = sin((0;e7),e,)|. |sin((0;e7:e5),ex)| ... |sin((0;eq: ey ...ie 1), e ). | Det (Vi: v, ..; Uy
(mfz)//n (0T FymD | (( ) 2)|| ((0;e;e3),e3)| | (( 1; €2 m—1) m)l me( 1, V2 m)

NN e m
gnimpairzm  (V1;Vz;..;Vm)conf{es;ez;..;em} R

Si{es;ey; ...; €,_1; ¢} famille liée, alors sin ((0; er;ey; ...} ej_l),Ej) =0

Norme du vecteur polymixte envoliteur avec les mesures locales dans la géométrie de I'objet polymixial (0; v{;v3; ...; V)

m g [[wil[- [1221]- [1231]. . 1wl [sin((0: 97), 93) |- 1sin((0; 13 92), v3)| . |sin((05 015 V5 s V1), V)|
(m=2)//n (0;v1;v3;... ;Vm)mD
gnimpairzm  (V1;Vs;...Vm)CONnf{es;ez;...em}
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Si {v1;Vy; ...; U,_1; v} famille liée, alors sin ((0; 22 v]_l),ij’) = 0 etdonc rgfrtlfl(v_{, Vgs s Um) =0

Rm
Vecteur produit mixte d’un objet 3D confiné 3 R™!™P%" dans R™impair
Pourn = 1, les produits vectoriels sont indéfinis car il n’y a pas assez de dimensions dans R, par conséquent le produit mixte l'est aussi.

X (v, Av; = indéfini
3@ Y (0;v15v3;v3) 3D f
(v1vz;v3 ))ER?Y

Pour n impair > 3:

uR@ AT = U feos((0seD, @) [sin((0; €D, €2)|- [sin((0; €1 €2), €3)|- [sin((0; exs €75 €3), €4 [sin((0; €15 €25 €3 - ey € )|

(F773:73 )€ RM impaira3

n—-1| n—-p n m .
c RN impairz
z ( Z (-1 -(”3|i)-(vz|p-vl|(p+k) ~ V2|(p+k)- Vilp )) T
p=1| k=1 i=1 env
iz{p; (p+k)} RN impairz3

i€[p;(p+k)]oc=1
i ¢[p;(ptk)]ec=2

ens
. , . . .. , . — R™ n!

Note : avec cette formule on prendra soin de réorganiser les termes qui sont ici dans le désordre, pour si on le veut distribuer W sur les Fe

s Im!

déterminants mXm formés sur la matrice des coordonnées de v,y,,..,v,, v, dans R™.
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Chapitre 6

DETERMINANTS
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6.1 Calcul de déterminant par somme de produits de permutations orientées

Un déterminant de vecteurs est aussi 'idée d'un déterminant de matrice de nombres. Mais un déterminant
de matrice de nombre n’est pas toujours réciproquement le déterminant de ces mémes vecteurs. Si on
calcule le produit :
a. Det (v,,; ...; v, V1)

mXm

Rm
sur une matrice de nombres en le développant sur des colonnes représentants dans une base des
coordonnées vectorielles, on obtient dans une base quelconque mD une mesure d’objet formée sur m
vecteurs.

Note : dans [’espace 3D c’est un volume, et si le repere est orthonormé direct alors a = 1 et le volume orienté
par un signe est directement donné par le déterminant.

Si on calcule dans ce produit le déterminant de la matrice de nombre en le développant sur des lignes ne
représentant pas dans une base les coordonnées vectorielles des trois précédents vecteurs, c’est comme si
on le calculait avec de nouvelles coordonnées disposées en colonnes. On obtient cependant la méme mesure
d’objet (a condition d’utiliser la méme convention de calcul dans l'organisation des facteurs positifs et
négatifs dans les deux cas), mais elle est formée sur m autres vecteurs de coordonnées différentes, les deux
objets pouvant alors étre de formes dissemblables

Exemple pour des vecteurs du plan

411 0.73
Soit la matrice de nombres: | —1.51 1.34

Calcul de son déterminant sur la premiere colonne et interprétation géométrique :
u(4,11.7; —1.51.7); v(0,73.7; 1.34.7)

Det(u; V) = 6.61 unités carrées
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aire orientée (OUV) = (sin 68,13°).6.61 = 6.13 unités carrées

Calcul de son déterminant sur la premiére ligne et interprétation géométrique :

§(411.7; 0,73.7); k(-1.51.7; 1.34.7)
Det(§; k) = Det(# ; ¥) = 6.61 unités carrées
aire orientée (OGK) = (sin 68,13°).6.61 = 6.13 unités carrées
= aire orientée (OUV)

kksk

Si on permute deux colonnes et/ou deux lignes de nombres dans une matrice originale, le déterminant de
la nouvelle matrice change de signe de signe a chaque opération de permutation. Il s’agit simplement du
déterminant des mémes vecteurs qui sont énumérés dans un ordre différent.

Note : pour un déterminant formé sur 4 vecteurs u; v ;w; X libres entre entre, on écrira si on a besoin d’étre
précis, la mesure 4D de cet objet comme (QUVWX). C'est-a-dire un ordre de lecture de  vers v, puis de ¥ vers
W, puis de W vers X.

(OWVUX) est donc une mesure de valeur absolue égale mais de signe contraire a (QUVWX) puisqu’il y a eu
une permutation par rapport a cet objet.

(OWXUV) est donc une mesure de valeur absolue égale et de signe égal a (QOUVWX) puisqu’il y a eu deux
permutations par rapport a cet objet.

(0OXWUV) est donc une mesure de valeur absolue égale mais de signe contraire a (QUVWX) puisqu’il y a eu
une permutation par rapport a cet objet.

Etc. Le procédé est le méme pour m vecteurs (v,,; ...; v5; 1)

Exemple pour des vecteurs du plan

411 0.73
Soit la matrice de nombres: | —1.51 1.34

0.73 411
On permute les colonnes 1 et 2. On obtient la matrice de nombres: | 1.34 — 1.51

Méme figure que précédemment
On calcule son déterminant sur la premiére colonne et on donne son interprétation géométrique :
v(0,73.7; 1.34.7) ; u(4,11.7; —1.51.7)

Det(vV; U) = —6.61 unités carrées
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aire orientée (OVU) = —(sin 68,13°).6.61 = —6.13 unités carrées
= —aire orientée (OUV)

ES

411 0.73
Soit la matrice de nombres: | —1.51 1.34

1.34 -1.51
On permute les colonnes 1 et 2 puis les lignes 1 et 2. On obtient la matrice de nombres: | 0.73 4.11

On calcule son déterminant sur la premiére colonne et on donne son interprétation géométrique :

7(1.34.7; 0,73.7) ; Z(—1.51.7; 4.11.7)
Det(#; Z) = Det(u; V) = 6.61 unités carrées
aire orientée du parrallélépipede (ORZ) = (sin 68,13°).6.61 = 6.13 unités carrées
= aire orientée (OUV)

kkk

Si au moins deux lignes ou deux colonnes sont dans un rapport de proportionnalité (cas de vecteurs
colinéaires), le déterminant est nul. Dans I'espace formé sur m vecteurs quelconques, il suffit que deux
vecteurs soient colinéaires et non égaux et tous les autres libres entre eux pour qu'il existe deux objets
différents de dimensions m — 1. Siles deux vecteurs sont colinéaires et égaux on voit deux objets différents
de dimensions m — 1 (on peut aussi dire que c’est un méme objet). Dans tous les cas, la mesure de I'objet
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mD ne peut pas étre celle d’'un objet de dimension m, elle est donc calculée comme nulle par le déterminant,
de la méme facon qu'un volume nul peut étre une surface ou une longueur ou un point.

Par le méme raisonnement, il suffit qu’il y ait au moins un vecteur nul dans un ensemble de m vecteurs
quelconques pour constater que la dimension maximum de I'objet formé sur ces m vecteurs soit m — 1. La
mesure de 'objet mD ne peut donc pas étre celle d’'un objet de dimension m, elle est donc calculée comme
nulle par le déterminant, de la méme facon qu'un volume nul peut étre une surface ou une longueur ou un
point.

Exemple pour des vecteurs du plan

4.11 1.96
Soit la matrice de nombres:| —1.51 — 0.72

Calcul de son déterminant sur la premiere colonne et interprétation géométrique :
1i(4,11.7; —1.51.7) ; #(1.96.7; —0.72.7)
Det(u; V) = Det(v; u) = 0 unités carrées
aire orientée (OUV) = aire orientée (OVV) = 0 unités carrées

kksk

Une propriété remarquable est qu’on peut ajouter a une colonne (ou une ligne) un multiple d'une autre
colonne (ou d'une autre ligne) pour obtenir une nouvelle matrice sans changer la valeur du déterminant
(méthode du pivot de Gauss-Jordan) de facon, en se servant si besoin des permutations (dans ce cas
changer le signe du déterminant pour chaque opération de permutation), a obtenir une matrice
triangulaire qui est une matrice carrée dont une partie triangulaire des valeurs, délimitée par la diagonale
principale, est nulle. Dans ce cas, le déterminant d’'une matrice triangulaire mD est directement donné par
le produit des nombres sur la diagonale. Le terme « pivot » (2 mon sens) consiste a désigner un nombre de
la matrice carrée situé dans un de ses quatre « coins » de fagon a sectoriser en deux parts la matrice, tel
qu’une part située sous la diagonale a tous ses nombres nuls.

Note : Les temps de calcul d’un déterminant obtenu par la méthode des permutations (historiquement étable par
le mathématicien Liebnitz) et celle de la triangularisation doivent étre comparés selon la dimension est la
complexité de la matrice. Néanmoins on ne peut pas comprendre 'utilité du calcul des déterminants par le pivot
de Gauss si on n’a pas compris la complexité du calcul des déterminants par le développé naturel de [’écriture,
mettant en évidence des permutations.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Diagonale_principale
https://fr.wikipedia.org/wiki/Diagonale_principale
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Exemple pour des vecteurs du plan

411 0.73
Soit la matrice de nombres:| —1.51 1.34

On substitue aux nombres de la colonne 1 les nombres obtenus en additionnant ceux de la colonne 1
151 493 0.73
additionnée de E fois ceux de la colonne 2. On obtient alors une matrice[ 0 1.34

Le calcul du déterminant sur la premiére colonne d'une matrice triangulaire est directement le produit des
nombres en diagonale et on en donne une interprétation géométrique :

a(4,93.7; 0.57); v(0,73.7; 1.34.7)
Det(a; v) = Det(u; v) = 6.61 unités carrées
aire orientée (0OAV) = (sin 68,13°).6.61 = 6.13 unités carrées
= aire orientée (OUV)

*k*k

Soit k(ij) la série complete des valeurs des indices i;, onal'écriture suivante factorisée :
m

— — —_— —
Det (v,,; ...; v;; ...;vz;vl) =

mXm
Rm
FVmi=1- (v(m_l); w3 Uy vl) ~Vnnij=2- Det (v(m_l); Uy Uy

Det
(m—-1DX(m—-1) (m—1DX(m—-1)
1 2

+ .. i

Unmjij=m- (m—ll)))g(tm—l)(v(m_l); R E AT
m
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Chaque indice i; prend toutes les valeurs de la série compléte k(ij) ={1;2;3;...;m}, disposées en ordre
m

des valeurs croissantes. La premiére ligne de produit est positive, la seconde négative, et ainsi de suite. Cette
disposition est conventionnelle.

Note : ce premier développé est le seul cas ou i; prend toutes les valeurs de la série complete k(i;) = {1;2;...;m}
m

, . m! , . S
Dans un déterminant mXm on compte sous-déterminants Det (v e U Uy vl) d’indice x.
(m—p)! (m-p)X(m-p)~ P J
]
1<xs—(m 1

On a donc ensuite (on expliquera la régle des prises de valeurs des i; < i; < i, un peu plus bas) :

Det Vi), 3 Ui U7) =
(m—l)X(m—l)( =1y P2 51 5
1

FVm—1)is - Det s U U) | = Vo110 - Det s Uy Uy
(m 1)|z,=2 (m— Z)X(m 2)( (m-2) - 2 1) (m 1)|lj=3 (m— Z)X(m 2)( (m-2); - 2 1)
+i
Vi1 Uy Uy
m=Dlij=m" | Z)X(m 2)( (m=2) 2 1)
m
(m=2)!
Et ensuite :
Det Vi 10, w3 U V7)) =
(m—l)X(m—l)( (m-1) 27
2
U (m-1)}ijy - (m_z%ggn_m(v(m_z); ...;172;171) ~ V(m—1)|ijs" (m_zl))ggn_m(v(m_z); Uy Uy
1 2
+t
Vime1)ie R VAR T
=Dl | DL, (Pm=2); -3 72 71)
m!
(m=2)!
Et enfin :
Det Vi 10 w3 U V7)) =
(m—1)X(m—1)( (m-1) 20 am
m
HV(m—1)]ijy (Vm=2y; -3 V25 01) | = Vm-1)1ij-y (Vn—2y; -3 V2 V1

Det Det
(m—-2)X(m-2) (m—2)X(m—2)
1 2
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i i v(m_l)lij=m—1' (m_zeg(tm_z)(v(m_z); ey Upy Uq

m!
(m-2)!

Ainsi, chaque indice i; dans Det  prend toutes les valeurs de la série complete k(ij)z
(m-1)X(m-1) m
1

{1,2;3;..;m} al'exception de i; = 1. Donc on a une nouvelle série k (ij) ={2;3;4;...;m}
m-1
1

prend toutes les valeurs de la série complete k(i;) = {1;2;3;..;m} a

Chaque indice i; dans Det
(m—-1)X(m-1)
2

I'exception de ij = 2.Donconaune nouvelle série k (i]-) ={1;3;4;...;m}
m-1
2

Chaque indice i; dans Det prend toutes les valeurs de la série compléte k(ij) ={1;2;3;..;m}a
(m—-1)X(m-1)
m!
(m-2)!

I'exception de i; = m. Donc on a une nouvelle série k (i]-) ={1;2;3;...;(m—1D}.
m-1

m!
(m-2)!

On répete le processus partout jusqu’a aboutir aux m! déterminants 1X1 impliqués dans la décomposition

de rgfﬁl(ﬁn’ w3 Uy e Vg v_l’) . On obtient alors une somme de m! produits de coordonnées. On peut appeler
Rm

ces produits des « ligne de coordonnées en produits ».

On simplifie maintenant I'écriture en présentant la décomposition compléte du déterminant en somme de
ligne de coordonnées en produits, chacune étant affecté d'un signe. On formalise I'écriture en initiant le
calcul sur les coordonnées en colonne du vecteur v, , et selon le procédé présenté en annexe.

Chaque indice i; €]i;; ;[ existe en un seul exemplaire dans une ligne de coordonnées en produits et
correspond a un ensemble de m! permutations des valeurs des indices i; prises dans la série de valeurs qui
lui sont permises. Puisque a chaque valeur de i; correspond un signe positif ou négatif et comme chaque
ligne de coordonnées en produits comporte tous les indices i; = {iy; i3; ...; im}, la résultante est que chaque
ligne prend la valeur 1 ou —1. La somme de toutes ces lignes reconstitue T%(z&(ﬁ; Uy V7).

RM
Note : on a parlé précédemment de lignes polymixiales de valeur 0. Si il existe deux ou plus de deux indices i; €

| i1; im| de valeurs identiques dans une ligne polymixiale, cette ligne prend la valeur 0. Cela correspond aux cas
de produits scalaires et vectoriels nuls dans les lignes de produits de coordonnées.

Pour trouver le signe d’une ligne de coordonnées en produits, on considere que chaque vecteur v; <<, est
affecté d’'un coefficient ¢; = +1. On peut donc écrire :

Det (V,y; ..; V53 v1) =
mXm

Rm
cm.vm”m Cj.vj”j C3.v3|i3. Cz.v2|i2.vl|i1

+..+
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Cm.vm|im Cj.vj|ij C3.U3|l’3. cz.v2|i2.v1|i1

Exemple :

L'ensemble des valeurs permises prises parles i; € | i;; i3[ dans le triplet {1 ; 2; 3} correspond a toutes les
permutations du triplet {1; 2; 3} :

Det(vs;v;;07) =
e
C3-V3)(i3=1)- €2 V2|(i;=2) V1|(i1=3)
+
€3- V3| (i5=1)- C2- V2|(;,=3)" V1|(i1=2)
_|_
C3-V3|(i3=2)- €2 V2|(i;=3) V1|(i1=1)
+
C3-V3)(i3=2)- C2- V2|(i,=1)- V1|(i1=3)
+
€3-V3|(i3=3) €2- V2|(ip=2) V1|(i1=1)
+

C3- V3| (i3=3)" C2- V2|(i,=1)- V1|(i;=2)

Note : on ne note pas l'indice c;, car Ll))e(lt(TJ]’) est un déterminant ultime et ne se décompose pas. Son signe est
Rm
celui d’une des coordonnées de v;.

On peut formaliser la formule générale comme :

m!
Det (5 .75 7) Z Perm Ciiv
et (v, .;vy; 1) = L || LU
mXm:- ™ 2 {ll,...,lj,... lm} ] ]ll]
RM i=1 j=1
a
j=m

Perm{iy; ...; ij; ... Lz} est parmi m ! permutations un jeu de valeurs pour chaque indice i; dans une ligne

cm.vm”m Cj.U]’“’j ...C3.U3|i3. CZ'U2|i2'v1|i1 .

Note . c¢’est la formule de Leibniz, écrite ici avec un formalisme un peu différent.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Formule_de_Leibniz#D%C3%A9terminant_d'une_matrice_carr%C3%A9e
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On détermine alors, dans chaque ligne de coordonnées en produits, les signes des indices ¢; , en

remarquant la valeur que prend i; dans la série  k (ij) des valeurs qui lui sont permises. Cela détermine
2sysm

le rang de i; dans le rangement de signes {+; —; +; —; ... (+)}.

Les valeurs {j; lj_q; -; Ig sont les valeurs présentes dans la série  k (ij) , et cette série doit étre arrangée
2sysm

en ordre de valeurs croissantes, la plus petite valeur correspondant a un signe toujours positif dans un
rangement de signes {+; —; +; —; ... ()} fait d’alternance de signes positifs et négatifs.

cj a alors le signe du rang de i; dans le rangement de signes {(+—+— .. (D}

Sii; = i, iln’y a aucune valeur absente et i; prend une valeur dans la série compleéte 1Ircl(i]-) ={1;2;...; m}

En effet D)((ft (Vs -3 V3 v71) est un déterminant ultime et n’est pas contenu dans un autre. ¢, a alors le signe
=
du rang de i,, dans le rangement de m signes {+; —; +; —; ... (1) }.

Note : il y a d’autres méthodes pour trouver les signes des lignes de produits de coordonnées. On peut utiliser
la signature de la permutation. Mais on préfeére présenter ici ce qu’on a trouvé soi-méme.

Exemples

Soitlaligne +v,;. vy, issue de la décomposition d'un déterminant 2X2 . On cherche le signe de cette ligne.
Elle s’écrit :
Cy. 172|1. U1|2

La valeur de i, est dans la série compléte k(ij) = {1; 2}. En effet %g(v_z); v;) est un déterminant ultime et
2 pe

n’est pas contenu dans un autre. Comme i, = 1, est en premiere position dans cette série, le coefficient

¢, prend le rang d’un signe positif dans I'alternance de signe {+; —}. On écrit alors ¢, = 1.

Laligne tv,;. vy, est donc de signe positif et s’écrit :+vy1. 1),

Note : attention, le signe du calcul de cette ligne n’est pas le signe de la ligne de produits de coordonnées car il
peut donner un résultat de signe différent, selon les valeurs des coordonnées.

Soit la ligne v, 3. V3)5. V5|1 V14 issue de la décomposition d'un déterminant 4X4 . On cherche le signe de
cette ligne. Elle s’écrit :

Ca-Va|(iy=3)" €3- V3|(i3=2) C2- V2|(i,=1)- V1|(i1=4)

La valeur de i, est dans la série k(ij) = {1;4}. Comme i, = 1 est en premiére position dans cette série, le
2

coefficient ¢, prend le rang d’un signe positif dans I'alternance de signe {+; —}. On écrit alors ¢, = 1.

La valeur de i3 est dans la série k(ij) = {1; 2; 4}. Comme i; = 2 est en deuxiéme position dans cette série,
3

le coefficient c; prend le rang d’un signe négatif dans I'alternance de signe {+; —; +}. On écritalors c¢; = —1.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Signature_d%27une_permutation
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La valeur de i, est dans la série compléte Ii(ij) = {1;2; 3; 4}. En effet Q)e(f(v:’; U3;V,; V1) est un déterminant
R4

ultime et n’est pas contenu dans un autre. Comme i, = 3, est en troisieme position dans cette série, le

coefficient ¢, prend le rang d’un signe positif dans I'alternance de signe {+; —; +; —}. On écrit alors ¢, = 1.

Donc cy. ¢3.¢; = —1. Laligne +v,3. V3. V)1 V1)4 est donc de signe négatif et s’écrit : —vy 3. v312. V21 V1ja

kkk
On peut utiliser des méthodes informatiques pour trouver le rang de i;. On donne ci-dessous un exemple
de code :

"initialisation des variables :
signeligne=1

incr=0
FOR j=2 to n
c[jl=1

rangdei[7]=0

ENDFOR
' Fin initialisation des variables
FOR j=2 To n " Boucle donnant le produit c,,...cs.c,
For a=1 to j-1 " Boucle comparant la valeur de i; a chacune des valeurs prises par i;_s; ...; iy
If i[jl<i[j-a] then
incr=0
Else
incr=1
endif

rangdei[j]l=rangdei[j]+incr
c[jl=math.power (-1, rangdeil[]j])

ENDFOR " Fin boucle comparant la valeur de i; a chacune des valeurs prises par i;_s; ...; i
signeligne = signeligne *c[7j]
ENDFOR " Fin boucle donnant le produit c,...cs.c,

Note : penser qu’un code informatique puisse avoir moins de « valeur mathématique » qu’une fonction serait
faire preuve d’étroitesse d’esprit. Et [’étroitesse d’esprit ne permet pas de se libérer de la prison des faux
problémes en mathématiques. C’est en terme de praticité que ces deux écritures logiques se comparent, mais
toutes deux ont la méme beauté logique
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Décomposition d'un déterminant en somme de produits de coordonnées

., s Perm
Det (Vyy; ... V5, V1) =
mXm

m!
;—[1 Cj. Uj|i].
RM

=1 f{i};...; Ij5 oo im} 1
\e

Perm{iy; ...; ij; ... iy} est parmim ! permutations un jeu de valeurs pour chaque indice i; dans une ligne ¢p,. vy -

¢ ale signe du rang de i; dans I'ensemble des valeurs {i;; i;_s; ...; i;] réorganisées en suite croissante correspondante a la suite {+; —; +; —; ... (£)}.

Cj'vj|ij ... C3. 173|l'3. cz.v2|i2.v1|il
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ANNEXES
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PROGRAMMES INFORMATIQUES

Des programmes écrits en langage Small Basic automatisent la plupart des calculs de I'étude. Ils sont
librement téléchargeables sur le site guillaumebardou.com :

- Opérations de géométrie euclidienne dans un repere quelconque
- Jeux d'écritures dans I'espace nD

- Calcul de déterminant par somme de produits de lignes de coordonnées


http://guillaumebardou.com/?p=1830
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ANGLES ET COORDONNEES

Note : je réécris cet article environ deux ans apres sa premiére mouture, parce que j'y vois plus clairement
maintenant, et j ai davantage de confiance.

On donne ci-dessous une méthode de compréhension des mesures dans un espace 2D basée sur les
orientations d’objets et d’espace. Elle utilise les mémes concepts que ceux utilisés dans les espaces nD. Nous
souhaitons mettre en évidence que les mathématiques ne reposent pas sur des vérités mais sur un choix de
regles arbitraires fondant une interdépendance des choses vues dans une relativité logique. C’est donc la
richesse de contenus des énoncés qui est le meilleur rempart de I’esprit contre les faux problemes qu'il se
pose, lorsqu’il ne peut pas voir cette interdépendance et qu’il la remplace par de la rigidité mentale.

Note du 14/02/22 : ce manque de flexibilite mentale, qui n’est pas dans la nature de I’esprit chercheur - cherchant
a recouvrir son intégrité - mais dans celle des mensonges cachés du monde qu’il percoit. Cette rigidité le fera
souffrir tot ou tard, quand il verra qu’il ne fait pas d’ceuvres. Puis davantage de souplesse dans une possible
évolution le menera a faire et défaire sans cesse son ceuvre imparfaite. Puis davantage de souplesse moissonnant
le savoir-faire acquis lui permettra d’en arriver a pouvoir écrire du vrai et [’améliorer du jour au lendemain. Et
enfin il y aura les goiits des débordements sur tout autre chose.

Précisons tout de suite que, plongé dans un espace de dimensions supérieur, le plan peut étre vu de tous les
cOtés sans que cela change quoi que ce soit a la réussite des opérations de mesures dans le plan par un
raisonnement véritablement mathématique. Si on regarde un plan en recto puis verso dans I'espace, le sens
subjectif de « rotation » associé a la lecture d'un premier objet nommé vers un second s’inverse, mais pas
I'écart entre les vecteurs et le signe de la mesure de cet écart. Il est suffisant alors de constater cela pour
recréer I'orientation d’'un plan de quelque c6té du plan que I'on se trouve, et on sait comment additionner
dans tous les cas les mesures pour qu’elles correspondent aux apparences.

On définit donc un opérateur s, qui caractérise l'orientation de I'espace 2D . On peut lui donner les valeurs
U, = Lous, = —1, ces valeurs n'ont aucun sens si elles ne sont pas relatives a I'orientation des objets de cet
espace. On retient le concept du plus court chemin allant d'un premier objet nommeé a un second. Ce concept
s’applique a tous les objets du plan : le plan lui-méme comme les objets qu’il contient. On aurait pu retenir
le concept du long chemin, quel que soit le concept retenu, il faut qu’il ait une valeur globale pour que I’esprit
réussisse a distinguer une chose d’'une autre. On remarque que c’est un concept du méme genre que I'on
utilise lorsqu’on oriente I'espace 3D par la regle des trois doigts.

Le plus court chemin allant d'un premier objet nommé a un second, quand il s’applique a des angles, est un
angle saillant. Un angle est dit saillant si les secteurs angulaires qui le représentent sont convexes, et rentrant
sinon. L'angle saillant a une mesure positive comprise entre ]0, [, ou négative comprise entre ]0, —m[. Les
opérations de mesures trigonométriques reposent sur des tables pour lesquelles on a choisi arbitrairement

un angle sin;ﬂ = 1 dans une lecture ou l'origine de I'angle le vecteur pointant le demi-axe des valeurs
positives des cosinus.
C’est donc le repere trigonométrique qui oriente le plan pour y faire des mesures. On peut le disposer de

deux facons si on distingue les axes des sinus et des cosinus. Ci-dessous on montre donc des orientations
contraires du plan:

ay

NS
Y

“©y

-~ A
2
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C est le vecteur pointant le demi-axe des valeurs positives des cosinus
- . - g .
s est le vecteur pointant le demi-axe des valeurs positives des sinus

On choisit donc arbitrairement 'une d’elles, par exemple celle de gauche, et on lui attribue arbitrairement
une valeur, par exemple {5, = —1

On fait la méme opération mentale pour des objets-angles saillants du plan. On définit donc un opérateur §2|i
qui caractérise I'orientation d’'un objet i du plan. On peut lui donner les valeurs gzu =1 ou §2|i =—1en

relation avec la valeur retenue pour {y, .

Si l'orientation de I'angle saillant est la méme que celle du repere trigonométrique, alors §2|i est du méme

signe que s, eton a q;z.gzu =1.

Si I'orientation de I'angle saillant est contraire a celle du repére trigonométrique, alors gzu‘ est de signe

contraire a {5, et on a ys,,. §2|i =-1
’ . —_— —> ’ . —_— —
mesure d'angle sailant (ey, €g) mesure d'angle sailant (e, e3)
A
€

€1

(es, e¢) est de méme orientation que (C, 5), sa mesure en radians est donc comptée positivement et on a

gZI(E{e‘s’) = —1. La donnée de I'information is,. gzm@ = 1 permet de dire que I'angle (e,, e¢) et I'espace 2D

sont orientés de la méme fagon.

(e7, e3) est d’orientation contraire a (¢, ), sa mesure en radians est donc comptée négativement et on a
&)@z = 1 Ladonnée del'information §,.§, -5 = —1 permet de dire que I'angle (e1, e3) etl'espace 2D

sont orientés de fagon contraire.

On peut d’ailleurs réécrire ces angles et les fonctions trigonométriques de leurs sinus en extrayant les
opérateurs d’orientations :

(€5,€6) = U, & (€4, €6)| = 1. (e, €6)|

2|(ex,86)” |

Sin @7, 8) = sin (&, 1@ ) = UyeEy . Isin(@, €| = L Isin(es, &)

@08 = Vb, gy | D] = —L1E )
Sin(e;,2) = sin (y.€, 1@ E)) = UyeEy - Isin@d, @) = —1L [sineq, &)

L'axe des sinus peut en effet se situer de part et d’autre des deux demi-plans délimités par I'axe des cosinus,
C’est sa disposition qui oriente le plan.
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Mais I'axe des cosinus ne peut pas se situer de part et d’autre des deux demi-plans délimités par 'axe des
cosinus. Ainsi dans les fonctions trigonométriques de leurs cosinus on ne peut pas extraire les opérateurs
d’orientations, car le signe du cosinus dépend de I’écart angulaire entre les vecteurs et qu’ils ne peuvent pas
le caractériser. On se borne a écrire :

cos(@5, &) = €05 (&, 1@, 8| = o5&, &)

c0s(7,85) = cos (Uy.&, 1@, = cos(&7,3)

On peut aussi comparer directement (e, €,) et (e, e3) :

Si §2|@»’e—6»). §2|(e—1,‘e—3») = 1, ces angles sont orientés de la méme fagon.
Si gZI(a,e_é)' 'EZI(Q.@) = —1, ces angles sont orientés de fagon contraire.

Dans I'enseignement classique, on définit un sens direct ou indirect d’orientation du plan dans lesquels on
compte les angles positivement ou négativement. C'est une méthode intuitive et rapide, mais elle est moins
riche conceptuellement et souléve donc beaucoup d’interrogations.

On va maintenant retrouver ces concepts dans un calcul de coordonnées

Ci-dessous OFy, OF'y et FxF mesures algébriques négatives et OFx, OF'x et FyF mesures algébriques
positives dans le repére (0;e; ; e,) dont les coordonnées sont placées sur des axes orientés. La mesure OF
reste en valeur absolue. Les mesures F'xF et F'yF ne sont pas évaluées.

On cherche les coordonnées (x = OFx ;y = OFy) du vecteur OF dans le repére (0;e; ;e,). La premiére
opération consiste a placer le repére trigonométrique qui oriente le plan.

+

Y.
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On attribue donc des mesures aux lectures des angles saillants allant d'un premier objet nommé a un second.
Si elles suivent I'orientation du repeére trigonométrique, elles sont positives. Dans le cas contraire elles sont
négatives. On liste donc les angles entre vecteurs dessinés sur la figure :

(7 ; OF) mesuré positivement , (¢ ; &) mesuré négativement, (OF; &, ) mesuré négativement
FyF ; Fy0) mesuré négativement, (FxF'x ; FxF) mesuré négativement, ﬁ; e, ) mesuré négativement.
y y g g 2 g

Bien évidemment, les autres lectures sont en accord. Par exemple si (FyF ; Fy0) mesuré négativement, alors
(FyO ; FyF) est mesuré positivement, (OFy ; FyF) est mesuré négativement.

Pour toutes ces mesures, la mesure de I'angle rentrant (lecture du plus long chemin allant d'un premier objet
nommé a un second) est de signe contraire.

De plus, certains angles sont les mémes, car les vecteurs qui les portent sont paralléles et de méme sens :
B = (& ;&) = (FyF ;Fy0) = (FxF'x ; FxF)
Et on a une composition additive par la loi de Chasles pour les angles :
B—a=(e;;8) — (e;0F) = (e7;85) + (OF; &7 ) = (0F; ;)
Qui met simplement en accord la mesure négative de I'angle saillant (ﬁ, e_z)) avec |'orientation du plan
(celle du repére trigonométrique).
On a les relations entre les mesures algébriques suivantes :

OFx = OF'x + F'xFx = OF 'x — FxF'x

Avec:
OF'x = |OF|.cosa

FxF'x = FxF.cosB = OFy.cosB
Soit:

OFx = |OF|.cosa — OFy.cosP
On a aussi :

OFy = OF'y + F'yFy
Avec:
OF'y = |OF|.cos(B — o)
F'yFy = —FyF'y = —FyF.cosp = —OFx.cosP

Soit:

OFy = |OF|.cos(B — a) — OFx.cosP

Si on décrit correctement un dessin particulier o s’applique un ensemble de méthodes bien définies, la force
de lalogique fait que les descriptions de tous les dessins ou s’applique le méme ensemble de méthodes sont
possibles par les formules abstraites que sont les équations.

On peut maintenant résoudre le systéme de deux équations a deux inconnues qui décrit désormais dans le
repere n'importe quel point F de coordonnées (x,y) :

x = OFx = |OF|.cosa — y.cosp
y = OFy = |OF|.cos(B — o) — x.cosp
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Soit:
__|OF|.[cosa — cos B.cos (B — a)]
x= 1 — cos*B
_|0F|.[cos (B — ) — cosB.cos a]
Y= 1 — cos*B

Puis, en utilisant les identités trigonométriques :
cos(B —a) =cos B.cosa + sin B.sina
sin(B —a) = sinP.cosa — cos B.sina
cos?B + sin’f =1
On résout :

__|OF|.sin(B — o)
= sinf3

_ |OF]. sin o
~ sinP

On revient maintenant sur l'utilisation du couple djz.gz'ipour en tirer les éclaircissements conceptuels

nécessaires, en reprenant les notations :

B=(e5e);a=(e;0F);B—a=(0Fe)

Comme on I'a vu, on peut écrire
sinp = sin(@, &) = Wy.£, . Isin(@, &)

sina = sin(e; ; OF) = {,.£ |sin(e; ; OF)|

2|(e1 ;0F)

sin(B — o) = sin(0F;e;) = ) |sin(OF; ;)|

2 §2|(o‘ﬁ;6

—
On réécrit donc les coordonnées de OF :

0F|.4y-€, 5502y 15T (OF; @)1 |OF . &, 57,22 Isin(OF; €3)|
X = . —_— —> = . —_— —
U,. £2|(e_1’,e_2’)' |sin(eq, e2)| §2|(e—1;e—2*)- |sin(eq, e2)]
OF |4y €, - - 1S1(e1 5 OF)| |OF|. &), - 5 Isin(er ; OF))|
y = . —_— —> = . S —
U,. £2|(e_1’,e_2’)' |sin(eq, e2)] §2|(e—1;e—2*)- |sin(eq, e2)]

On comprend qu’elles ne dépendent pas directement de I'orientation du plan, mais des orientations relatives
des lectures d’angles saillants qui vont du premier objet nommé au second.

Sur la figure ci-dessus on répertorie :

Sl0Fg) = 1
E@rior = 1
1

Sl@ren =
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Ce qui correspond a x > 0 ety < 0. Donc la positivité de la coordonnée est en réalité une méme orientation
de I'objet mesuré et du repere dans lequel on le mesure. Cela signifie que les vecteurs unitaires du repere
sont obligés de pointer des coordonnées neutres pour cette description. Et les coordonnées neutres sont
alors positives.

Cela signifie aussi que I'angle saillant (e7, e;) entre les vecteurs de base du repére (0;ey, e;) peut-étre
—_—
mesuré négativement : cela conserve la justesse du calcul des coordonnées de OF.

On peut alors, avec un outil théorique riche, répondre a différentes interrogations :
1) Le calcul des coordonnées de e, dans le repére (0; ef, e;) est vérifié :
On pose e, = OF.Ona |OE;|=1.0n donne alors les coordonnées de e;.

Pour une notation propre on peut noter ey, la coordonnée de e, sur l'axe de e; et e,z la coordonnée de e,
sur 'axe de e, :

1&gz 5@ 8 )|

ez 1 =X = . —_— —
| Eo@rey 1sin(Er, &)
111.&y 60 oy SINET 5 )]
€22 =Y = =

§2|(341’,342’)- |sin(ey, €7)]

2) Le calcul des coordonnées de OF'x dans le repére (0; e;, e;) permet de comprendre une propriété de la
fonction cosinus :

82‘ 2 3\
0 P / F’x
\e—l‘) Q \
s
F'y N
.
Z} - AN
“\. )
N Y
\ “
N B
SN
)
F

o

OF'x est toujours lié 2 & . On utilise la relation trigonométrique OF'x = |OF|cos (&;, OF) :

|0F’x|.§2|(m;?2.). |sin(OF'x; e; )|

— = |OF|cos (&, 0F)
§2|(e—1>,e—2>)- |sin(eq, e2)] !

OFIX|1 =

|0F’x|.§2|(?1.;m). |sin(e; ; OFx)| ~

S R CHES)]

OF,xlz =

& =i
2|(OF x; , —— s n . .
Si F'x > 0, alors ZlOFxez) — 1. Les angles saillants (OF’x; e, ) et (e, e;) sont de méme orientation, ce

2|(e1.e2)

qui correspond a (e, ﬁ) inférieur a I'angle droit.
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§2I(OF’x:e_z') _

Si F'x<0 , alors —1. Les angles saillants (OF'x;e,) et (e],e;) sont d’orientations

2|(e1.e2)

—_—
contraires, ce qui correspond a (ey, OF) supérieur a I'angle droit.

Note : on a |sin(OF'x; €; )| = |sin(+m + (OF'x; €3 )|

3) la mesure algébrique F'xF dans le repére (0; ey, e;) est toujours en accord avec l'orientation du repeére
trigonométrique quand son vecteur ¢ est superposé a e;. Il est impossible de la déduire des formules
précédentes.

[}
)
]
/QN‘
L
=]
-
=
=

On utilise la relation trigonométrique F'xF = |OF|.sin(e;, OF). F'xF est toujours orthogonal a & . Si la
mesure de I'angle saillant (e;, ﬁ) est négative, le vecteur F'xF se superpose a la direction de 'axe des sinus
du repére trigonométrique mais pointe en sens inverse du vecteur S. la mesure algébrique F'xF sera alors
négative.

Si la mesure de l'angle saillant (e, ﬁ) est positive (ce n'est pas le cas de la figure) , le vecteur F'xF se
superpose a la direction de 'axe des sinus du repére trigonométrique et pointe dans le méme sens que le
vecteur S. la mesure algébrique F'xF sera alors positive.

_—
On donne maintenant les coordonnées de F'xF :

|F’xF|.§2|(m;e_z,). |sin(F'xF;e;)|

F'xF 1 =
|1 3 —
§2|(e‘1’,e*2’)- |Sln(6’1,62)|
|F'xF|.&, . ——.|sin(e;; F'xF)|
F,xFlz _ 2|(e{ ;F'xF)

%2 1(e1,83)" |sin(e7, ;)|

. 7 - Wl - —_— - = g —_— T[ .
On donne ci-dessous ses coordonnées simplifiées avec |51n(el ;F’xF)| =1et (F’xF ;e1 ) = i; qui est en

accord avec la mesure de 'angle saillant (e, e; ) :

(F'xF;e1 )+ (e1,6;) = £7 +(e1,€;)

|sin(F'xF; & )| = |sin (i% + (e1,e3) )l = |cos(ey, €3 )|

Soit:
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, G i
F xF |1 = ——
§2|(e_1',e_2')' |tan(€1,€2)|
& . ——.|F'xF|
F,xFlz _ 2|(e1 ;F'xF)

g e e’ |sm(e_1’,e_2’)|
2|(e1.e2)
Attention, si on évacue les opérateurs, on peut écrire :

_ |F'xF|.sin(F'xF;e;)

F,xF - . — —>
It sin(eq, e)
) |F'xF|.sin(e; ; F'xF)
sin(ey, ez)
. s . I |F,xF| . ,—) — — — . )
Mais on ne peut pas écrire F'xF || = tan@ car sm(F xF; e, ) = cos(eq, e, ) silamesure de I'angle
. — — oy . . F=rar=4 1,—>2 — — . ) . —_— —
saillant (e;, e;) est positive, mais sm(F’xF; e, ) = —cos(eq, e; ) silamesure de I'angle saillant (e, e;) est

négative. Le fait de simplifier fait toujours courir le risque d’erreur par des oublis d’'informations

Note : pour (ej,e;) = 0modulo i le repere (0;eq, ;) n’est plus utilisable, on ne peut donner de coordonnées
cartésiennes finies x et y. Leurs valeurs tendent vers ['infini quand (e{,e;) tend vers [’angle plat. On supprime
donc une dimension, pour identifier un point de l’espace réduit a une droite, on écrit dans le repére (0;ey) :

OF = OF .&] ; (xouy)=0F; ; |[OF||=|0F]
Ou dans le repére (0; e;) :
OF =0F.& ;(xouy)=OF|, ; |[OF||=|0F]

On utilise la variable x ou y puisque les distinguer n’a alors plus de sens .

Les vecteurs sont des notions premieres et n’ont en eux méme pas de signe. Ils sont, en relation avec des reperes,
des normes ||¥|| qui ont leurs longueurs mesurées par des nombres toujours positifs.
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PERMUTATIONS DE VECTEURS ET ORIENTATIONS D’OBJETS

Soit une famille {7, }m = {V7; ¥;; ...; Ty, } de m vecteurs libres entre eux confinés a un espace mD, et
mesurés dans un repére de cet espace (0; e;; €3 ; ...; €n )-

On forme le déterminant Tél))%tn(v_l’; Uy ; o} Upp) SUr Uune énumération vy ; vy ; ... Uy

Rm
On effectue dans vy ; v, ; ...; 7y, une série de permutations entre deux vecteurs, ces vecteurs ayant déja pu
permuter ou non.

Note : on pourrait en effet considérer des permutations de groupes de vecteurs, mais [’état final de la suite initiale

— — —_— N . N 7. . &
Vi ; Uy ..; Uy, Serameénerait a une série de permutations entre deux vecteurs, ces vecteurs ayant déja pu permuter
ou non.

Chaque permutation entre deux vecteurs, c'est-a-dire tout dérangement par rapport a I’énumération
précédente, change le signe du déterminant et conserve sa mesure en valeur absolue.

En particulier toutes les permutations circulaires d'une énumération de vecteurs vy ; V5 ; ...; U, ont un
déterminant de méme signe et sont selon m un sous ensemble plus petit ou égal de 'ensemble de toutes les
permutations de v; ; V5 ; ...; U, qui ont un déterminant de méme signe .

Exemple

Det(vy; U, ;U5 ; U,) est de signe +
4)(4(1 2:V3; Vy) g

R4

Q)ﬁ(v_‘{; U, ;U3 ; U;) estde signe -

R4

Qféf(v_‘{; Vs ;U5 ; V1) estde signe + et v, ; V5 ; VU, ; U4 est permutation circulaire de vy ; vy ; V5 ; Uy)
R4
Q)ﬁ(v_‘{; vy ;3 ; U,) estde signe + et v, ; Uy ;U5 ; U, n'est pas permutation circulaire de vy ; v, ;U3 ; V)

R4
kakk

Interprétation analytique du changement de signe par permutation

On peut justifier le fait qu'une permutation entre deux vecteurs change le signe du déterminant en
décomposant celui-ci en somme de lignes de coordonnées en produits :

m!
Perm
Det (U, ...; V5 U7 =Z ; . . Ci.Vj)i.
me( ms e V2; V1) {is; s ijs e U} || Jr Vil
RM i=1 ]:1
a
j=m

Si deux vecteurs permutent entre eux dans mD).thn(ﬁ; ...} U3; V1), ils permutent aussi dans toutes les lignes
Rm

de produits de coordonnées dont la somme donne alors le méme résultat mais de signe contraire, car les

signes de toutes les lignes de coordonnées en produit sont devenus contraires. On peut le montrer sur un

exemple.
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Note : j’ai conscience que ce n’est pas vraiment une démonstration, mais le temps presse, on est le 16/02, il est
14h12, et j’accepte que le temps me presse pour laisser la place a l’évenement de ce soir, ou je compte donner un
exemplaire papier de ce livre a Jean-Pierre Luminet pendant sa conférence a Issy les Moulineaux. 1l est temps.
Donc aller chez Bureau Vallée pour imprimer, et apres ¢a si j ai le temps aller dans la chambre du fils a Neuilly
pour récupérer ses affaires. Ah, mon Victor, bon éléve dans sa math spé, qui prépare les grands concours, ce que
son papa farouchement distrait ne pouvait pas faire !

Exemple

Si on examine de prés une des lignes dans 4D§£(ﬁ; Vs; Uy; V1), par exemple :
R4

C4-Va|(iy=3)- C3- V3| (i3=2)" C2- V2|(i;=1)- V1|(i;=4)
Elle met en produit la coordonnée de v, sur e5 , U3 sur e, U, sur e; et v; sur e,
La valeur de i, est dans la série Izc(ij) = {1;4}. Comme i, = 1 est en premiére position dans cette série, le
coefficient ¢, prend le rang d’un signe positif dans I'alternance de signe {+; —}. On écrit alors ¢, = 1.
La valeur de i3 est dans la série I3<(ij) = {1; 2; 4}. Comme i3 = 2 est en deuxiéme position dans cette série, le
coefficient c; prend le rang d’'un signe négatif dans I'alternance de signe {+; —; +}. On écrit alors ¢ = —1.
La valeur de i, est dans la série compléte I:(ij) = {1;2; 3; 4}. Comme i, = 3, est en troisiéme position dans

cette série, le coefficient ¢, prend le rang d’un signe positif dans I'alternance de signe {+; —; +; —}. On écrit
alorsc, = 1.

Donc ¢y. ¢3. ¢, = —1. Laligne +v,3. v3)3. V1. V1)4 €st donc de signe négatif et s’écrit : —vy3. V3)2. V)1 V1 )4

k3kk

Permutons maintenant v5 et v,. On a Q)e(f(vj’; V,; U3; V1), qui comporte la ligne

R4

C4- Va|(iy=3)" €3- V2|(i=1) C2- V3](i3=2)" V1|(i;=4)

La valeur de i; est dans la série k(ij) = {2;4}. Comme i3 = 2 est en premiére position dans cette série, le
2
coefficient ¢, prend le rang d’un signe positif dans I'alternance de signe {+; —}. On écrit alors ¢, = 1.
La valeur de i, est dans la série k(ij) = {1; 2; 4}. Comme i, = 1 est en premiére position dans cette série, le
3

coefficient c3 prend le rang d’un signe positif dans I'alternance de signe {+; —; +}. On écrit alors ¢; = 1.

La valeur de i, est dans la série compléte sz(ij) = {1;2; 3;4}. En effet i))e(g(ﬂ'; V3; V5; V1) est un déterminant
R4

ultime et n’est pas contenu dans un autre. Comme i, = 3 est en troisiéme position dans cette série, le

coefficient ¢, prend le rang d’un signe positif dans I'alternance de signe {+; —; +; —}. On écrit alors ¢, = 1.

Donc ¢,. ¢3.¢c; = 1. Laligne $vy)3. V51 V32 V14 est donc de signe positif et s’écrit : +vy)3. V51. V32 V14

*kxk
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Permutons maintenant v, et v,. On a Q)%f(v—z); V,; V3; V1), qui comporte la ligne

R4

C4-V2|(i,=1)- €3- Va|(iy=3) C2- U3|(i3=2) V1|(i1=4)

La valeur de i; est dans la série k(i]-) = {2;4}. Comme i3 = 2 est en premiére position dans cette série, le
2

coefficient ¢, prend le rang d’un signe positif dans I'alternance de signe {+; —}. On écrit alors ¢, = 1.

La valeur de i, est dans la série k(ij) = {2; 3; 4}. Comme i, = 3 est en deuxiéme position dans cette série, le
3

coefficient c3 prend le rang d’'un signe négatif dans I'alternance de signe {+; —; +}. On écrit alors c; = —1.

La valeur de i, est dans la série compléte k(ij) = {1;2;3;4}. Comme i, = 1 est en premiére position dans
4

cette série, le coefficient ¢, prend le rang d’un signe positif dans I'alternance de signe {+; —; +; —}. On écrit
alorsc, = 1.

Donc ¢y. ¢3.¢, = —1. Laligne +v;)q1. Vy)3. V3)2. V1)4 €st donc de signe négatif et s'écrit : —v)1. Vy)3. V3j2- V1}4

k3kk

On le voit sur cet exemple, deux permutations successives retrouve le signe initial de la ligne. Il en va de
méme pour toutes les lignes, donc deux permutations successives retrouve le signe initial du déterminant.

Note : j’aurai aimé me convaincre mieux par la preuve que je donne, ¢a me fait un peu mal...

Interprétation géométrique du changement de signe par permutation

) : o d o -_— Lo \ R Nemnd — )71N
Dans I'objet polymixial (O, Vg s V) ...vm) défini dans un repére (0;ey; ...; €,), un vecteur v, s’éleve au-
essus du sous-objet polymixial formé sur tous les autres vecteurs {v,,;...;V,;v{} \V, en n’étant pas
d d bjet pol 1 f t 1 t t m 21} \Y, tant
combinaison linéaire de ces vecteurs.

Il y a donc un sous-espace vectoriel sur lequel est construit ce sous-objet polymixial (dans lequel son
A . . . . O] — — — —
envolteur prend toutes les directions combinaisons linéaires de {vy,; ...; v2; v1} \v)).

Ce sous-objet polymixial est alors comme un séparateur d’espace, analogue d’un plan de symétrie (0; v5; v7),
—_ . . s s — — ) . —_— — —> J O N —_— — —
pour v3 non combinaison linéaire de v; et v, dans l'objet (0; v3; v; V1) défini dans un repére (0; e;; e3; e3).

Le vecteur qui s’éléve dans un espace de dimension supérieur est donc soit « devant », soit « derriére » le
séparateur, mais ou qu'il soit il embrasse une des deux moitiés d’espace dans (0; e5; ...; €,,).

Si on effectue une permutation entre deux vecteurs dans (0; Vi Fj; Wn’), le séparateur d’espace prend

un autre ensemble de directions dans (0;ej; ...; e, ). Le vecteur qui a permuté se retrouve toujours soit
« devant », soit « derriere » le séparateur, et ou qu’il soit il embrasse un des deux moitiés d’espace dans
(0;e5; ...; e, ), mais ce n’est pas la méme qu’avant.

En effet, si il existe m directions dans un espace ou un objet mD, il n’existe que deux sens d’orientation. On
les discrimine par + et —:

Exemple

Tous les angles saillants entre deux vecteurs dans un plan peuvent se construire avec des vecteurs dans
toutes les directions du plan, mais l'orientation de I'angle ne peut étre que + ou —

kksk
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Note : il y a confusion facile entre la notion d’orientation selon toutes les directions et ce dont on parle
malheureusement mathématiquement ici avec le méme mot « orientation » ne décrit pas la méme réalite. C’est
surement la faute a mon ignorance de ce qui se fait de correct en mathématiques. Mais je continue de jouer le jeu
avec moi-méme. Pour ce qui nous préoccupe mon envotiteur et moi, car je ne veux pas jouer tout seul, « orientation
intrinseque » me semble mieux, mais on devrait pouvoir trouver un meilleur mot.
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LE CIEL EST MA FAMILLE

Quand on léve les yeux vers la vofite étoilée, une attirance porte a comprendre ce que I'on voit. On peut saisir
les astres avec un télescope, on peut aussi les saisir avec les mathématiques. Je ne sais pas si la joie est plus
intense, mais certainement celui qui regarde est devenu différent et davantage capable de vision. Lorsqu’il
y a deux ans je regardais le ciel je ne savais pas que je deviendrais capable de le lire. Aussi, je propose ici une
méthode tirée du chapitre « conversion de coordonnées entre repéres quelconques euclidiens », pour
convertir les coordonnées cartésiennes d’un objet céleste d'un repére cosmique a un autre. Je sais trés bien
d’une part que tout cela n’est pas nouveau, d’autre part que la méthode est une approximation qui ne tient
ni compte des mouvements célestes ni des marges d’erreur énormes liées aux mesures, qu’il existe d’autres
systémes de coordonnées, et que sais-je encore... mais I'essentiel est 1a : le ciel est ma famille car je I'ai saisi
par un vrai petit bout.

On forme donc un repere d’origine O formé sur trois étoiles prises au hasard mais non coplanaires, et on va
convertir les coordonnées d'un objet M de ce repére dans un repére d’origine 0’ formé sur les trois mémes
étoiles.

Il y a la condition qu’elles ne paraissent pas la-bas coplanaires non plus, et que O et O’ soit
astronomiquement assez éloignés pour que des mesures significativement différentes puissent étre faites et
diminuer ainsi les imprécisions des mesures.

Je choisis donc les étoiles E; , E, , E5 . Lopérateur situé en O mesure les écarts angulaires entre ces étoiles,
ce qui est facile a faire avec un cercle gradué, et doit pouvoir en évaluer la distance, ce dont nous supposerons
qu'’il le peut avec certaines techniques dont nous ne traiterons pas ici.

L'opérateur utilise une unité de mesure pour définir ses vecteurs de base de longueurs apparentes identiques
valant 1 unité de ce qu’il voudra prendre pour référence de distance (son pied, un metre, une année-
lumiere...), tel que :

—

OE, _. OE, _. OE,

=e,, T =6z,
B —
fom

o

o7

Avec son cercle gradué il a donc mesuré les angles (e;, e,), (e, €3), (e3, €7). Peu importe le signe qu’il donne
a ces angles pour le calcul qu’ il se propose de faire, car ces angles seront traités par des fonctions cosinus,
lesquelles discriminent les signes positifs et négatifs des mesures selon I’écartement angulaire et sans
référence aux orientations des plans contenant les angles, donnés par le signe choisi pour la mesure.

Note : contrairement a la fonction sinus qui discrimine les signes positifs et négatifs des mesures selon [’écartement
angulaire et avec référence a | orientation du plan.

Cela forme son repére local d’origine 0:(0; e;; e, ; e3). Il peut donc renseigner les coordonnées de
chacune des étoiles qui sont tres faciles a donner puisqu’elles orientent le repere local :

OF; (|[0E;]|-2 +0.2; +0.2)

0E, (0.a+||0_152’||.?2’+0.?3’)

N

OE; (0. +0.; +||0F;||. &)

w

Il pointe ensuite dans le ciel un point O'. Il prend dans son repére (0; e;; e, ; e3) les coordonnées de
0’ pour connaitre 00" :
00" (00'\1.¢{ + 00" ;.e; + 00' 3. e3)
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Note : puisque 0(0. ey +0. e; +0. €3) , on peut alléger I'écriture en 0'(0' ; 0’ ;0'3)

a
i

.Ez

Pour trouver les coordonnées de O’, on suppose la aussi que 'opérateur sait en donner la distance (disons

simplement qu'une mesure précise |00' peut étre donner par radar ou laser sur des objets proches mais

que dans ce cas il faudra choisir autre chose que de lointaines étoiles pour dégager une utilité a des formules
de conversions de coordonnées dans des repéres qui seront alors trop semblables).

Pour trouver les coordonnées de 0’ dans (O ; e7; e, ; e3), on procéde comme suit :

La coordonnée 0’3 est situé a I'intersection du plan paralléle au plan (O ; e; ; e; ) passant par le point 0.

L’opérateur mesure I'élévation angulaire du point 0’ au-dessus du plan (0 ; e; ; e, ) et celle du point E5 au-
dessus du plan (O ; ey ; e; ). 1l a donc les mesures d’angle (ﬁ ; TO’) et (ﬁ, €3).
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On al'égalité :
|F 0')3] = 140'| = 00'|. |sin (04 ;007) | = | 00',5].|5in(OF, &) |

Note : la notation préte un peu a confusion. il s’agit de la distance du point F au point O'j3, et non pas de la

—_—

coordonnée sur e; du vecteur FO', méme s'il se trouve que c’est la méme en valeur absolue dans ce cas de figure.
Le logiciel GeoGebra, qui par ailleurs m’a tellement aidé a réfléchir, ne m’a pas permis d’écrire 0'|3 mais
seulement 0'3.

Le signe de la coordonnée 00’ ; s’évalue sile point 0" est du méme coté que le point E5 (ou le vecteur e3 qui
pointe E5 ), dans I'espace délimité par le plan (0 ; e; ; e; ). Si C’est le cas, la coordonnée est positive, sinon
elle est négative. On peut donc écrire une équation avec cet opérateur de jugement observationnel. On peut

aussi mesurer les angles saillants (E‘f ; 00’) et (ﬁ, 6—3)) avec un méme signe pour formaliser ce fait. On peut

enfin formaliser ce fait de maniére plus mathématique, en utilisant un opérateur §3|(0 & ) qui prend la

e;;e3
valeur 1si (0 ; e;; e;; e3) estdirectoide etlavaleur-1si (0 ; ey ; e, ; e3) estindirectoide.

Note : ¢’est la méthode que nous retiendrons, bien que la moins simple, car elle est la plus proche d’un lendemain
ou voltigent des concepts généraux mal distingués, mes objets polymixiaux, les formules de Cramer etc.

—_—

De méme, donc, on utilise un opérateur §3I(0;a:6;m) qui prend la valeur 1 si (0; e;; e;; 00") est
—_——

directoide etla valeur -1si (0 ; e;; e, ; 00") estindirectoide. Dans ce cason a:

00'|.|sin (04;00') |

00';=¢& N < T T
| 3|(0;e1;€;;3) " ©3|(0;e1;¢5;000) |sin(0_F’,e_3’)|

: _ . . s s e T

Si ‘§3I(0;?1':e‘z’;?3,') '§3|(0;e‘1’;?2';W) = 1,la cordonnée est positive car (0 ; e;; e;; e3) et (0; e;; e;; 00

sont orientés alors de la méme fagon.

Note : si on avait comparé (0 ; e, ; e;; e3) et (0 ; e, ; e;; 00" on aurait eu les mémes conditions de validité :
S10;01: 72 * 8310573853000 ~ S31(0:8 5875 85) " 53105 25 521 5 00

Plus généralement, quelle que soit la permutation des vecteurs dans (O ; e, ; e ; e3), elle est a comparer avec sa

copie dans laquelle les vecteurs du plan séparatif subsistent, alors que le vecteur 00" se substitue au troisieme
vecteur situé hors de ce plan.

On cherche ensuite la coordonnée 00'; :
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On raisonne de la méme maniére. L'opérateur situe O’ et e; par rapport au plan (0 ; e, ; e3), mais il

compare cette fois-ci les objets (0 ; e, ; e5; e1) et (0; e;; e3; 00"). 1l aboutita:

|00'|. |sin (m;W)l

! — —
00, = §3|(0;€:€_3’;?1) '§3|(0:€;€_3’:00')'

|sin(W}), e_{)l

On cherche ensuite la coordonnée 00’ :

On raisonne de la méme maniére. L'opérateur situe O’ et e, par rapport au plan (O ; ey ; e3), maisil
compare cette fois-ci les objets (0 ; e5; e;; €;) et (0; es; e;; 00"). 1l aboutita:
100']. |sin (0_5’ ;00') |

|sin(0—Z), &)l

! — —
00, = E3|(0;§:e_{;§) '§3|(0:e_3);a;00/)'

L’opérateur peut donc maintenant former les coordonnées des vecteurs 0'E; , 0'E,, O'E5 :
0'E; ((|[0E;|| - 00'11). 8 - 00", - 00'15.83)

0'Ey,=||0Ey]| - 00"y ; 0By, = = 00", 5 0'Ey ;= — 00"

0'E; (—00',.8 +(||0;|| - 00')).&; - 00'5.5)

0'Ey,=—00'); 5 0'Ey, = ||0_152’|| ~00'; ; 0'Eyy = —00'y5

0 (=00');.8 — 00',. & +(||0F;|| - 00')3). &)

0'E3;=—00'); ; 0'E3 ), = =00')y ; 0'E3y = ||0—E3’|| ~ 003
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Il sait calculer leurs normes en fonction des angles entre les vecteurs de base de son repére :

’ 0'E || = [O’Elllz + 0’151|22 + 0’151|32 +2.0'Ey),. O'Ey . cos(€],€;) + 2.0'Ey 3. 0'Ey . cos (3, €3)
+ 2. O’E1|3. O’Elll. cos(e_3’,a)]%
’ 0'E,|| = [O’EZH2 + 0’152|22 + 0’152|32 +2.0'Ey),. 0'Ey . cos (@7, €3) + 2.0'Ey 5. 0'Ey . cos (€5, €3)
+ 2. O’E2|3. O’E2|1. cos(esz,e;) ]%
’ 0'E4|| = [0’153|12 + 0’153|22 + 0’153|32 +2.0'Es|,. 0'E3 . cos (@1, @5) + 2.0'E3 3. 0'E5 . cos(€3,8;)

1
+ 2. 0’E3|3. 0’E3|1. cos(es,e]) )2

N o O/E O/E. O/E
Cela forme son repére distant d’origine 0’ : (0'; L 2, ), que I'on peut renommer pour
‘ OIE1| ‘ O1E, 01E3|

alléger I'écritureen: (0'; €'y ; €', ; €'3)

Il pointe ensuite dans le ciel un point M. Il prend dans son repére local (0 ; e7; e, ; e3) les coordonnées de
M pour connaitre OM :

W(OMu-e_fi 0M|2.e_2’;0M|3.e_3’)

M(M|1 ’ M|2 FM|3)

Pour trouver les coordonnées de M dans (0 ; e;; e, ; e3), On procéde de la méme maniére que pour O'.
L'opérateur peut ensuite calculer les coordonnées 0'M dans le repére (0'; Z ; e_’z); e_’3)):
W(OIM’u-e—'{i O'M'|2-6’—’2)i OIM'|3-9—’3))
M(M’|1 ) M’|2 ) M’|3)
Elles sont données par des quotients d’objets polymixiaux 3D orientés (des parallélépipédes). La constante

a caractérisant la configuration du repére quelconque (O ; €7 ; e, ; es) étant effacée par division. Toutes les
Y . . 7 . — —_— —
valeurs a droite des signes « = » sont des mesures algébriques dans (0 ; e ; e;; e3):

0'Es;, (OM;;—00"y)  0'Ey,

a.|0'Es, (OMp—-00"p) O'Ey,

0'Es;  (OMj; = 00')3)  O'Ey,
0By, O'Ey, 0y,
a.|0'Es, OBy, 0y,
0'By; O'Eyy 0By,

OIMlll = “OIEl
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0'Es;y O'Eyy  (OM,—00'))
a.|0Es, OBy, (OM,-00'3)

0'Es, O0'Ey, Oy
a.|0'Es, O0'Ei, 0y,
0'E3y O0'Eyy  0'Ey,
(OM; - 00';) 0'Ey,  0'Eyy
a.|(OM,—00"y) O'Ey, 0y,
. (0M|3,—00’|3), 0’E1|3, 0'Ey, “0—55|
0'Fs, O0Ey, 0y,

a.|0'Es, OBy, 0'Ey,
0'Es; O0'Ey; 0'Ey,

E3
e

" M3
. :
. 0'3

.

"""""""""""""""" Ldo
........... 02 | 7 M2
----------- 0/
E 1w HY
o M2
®E2
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JUSTIFICATION DE LA REFERENCE LOGIQUE DU MODELE AUX MESURES DE (0; ;j) 2D

Note, ce 12/02/2022 : cet article a été écrit il y a environ un an et demi, je crois que j'y parle beaucoup de choses
que je ne vois pas clairement. C’est une excellente méthode pour progresser, surtout si on n’en a pas d’autres.
Mais peut-étre pourra-t-on lire a la place I’article « Angles et mesures algébriques en référence logique a un objet
orienté », qui est tout récent.

Sur les images ci-dessus, si on choisit le signe de sin(j, k) identique au signe de sin(J, OF ) comme possibilité

d’orientation du plan (O;j’; E) on a alors le choix entre deux modeles possibles.

Le premier modele est celui d’'une référence logique aux variables du plan (0O; 7; J). Dans ce cas 'orientation
du plan (0;k;7) est directement donnée par celle du plan (0;%), et sin(k,7) est identique au signe de
—sin(7, ﬁ) De méme l'orientation du plan (0;7; )’ ne se déduit pas des autres plans. Dans ce cas sin(t,])’
est du signe de sin(,J), et (0;7;))' est orienté de la méme facon que (0; T )).

Le second modele, concevable par permutation circulaire des vecteurs 1; J; k, est celui d’une référence du
plan (0; k;7) au plan (0;; k). Dans ce cas sin(k,7) est identique au signe de sin(k, 0G), et sin(Z,J)" est de
signe identique au signe de sin(3, ﬁ) ce qui détermine l'orientation du plan (0; ;)"

Chacun de ces modeles oriente convenablement les plans (0;; k), (0; k; 7) et (0;1;)". Mais dans le modéle
de permutation circulaire, I'orientation du plan (0;7;])" n’est pas systématiquement identique a celle de
(0;7;)). C'est-a-dire que les calculs donnent parfois une valeur de sin(z,])’ de signe contraire a sin(Z, j).

On voit sur les images ci-dessus que, les paramétres (1, ), d et (f, Uﬁ) ayant été choisi, sil’on fait varier (f, 51—5)
tel que sin(f, Eﬁ) soit toujours de mémes signes dans l'intervalle | — m ; «], il arrive que le point G passe de

part et d’autre du vecteur k dans le plan (O;f; E)

Dans ce cas sin(E, O_G)) change de signe, et par conséquent sin(ﬁ, ?) change de signe, et donc sin(?, ﬁ)
change aussi de signe. Or sin(?, ﬁ) reste dans l'intervalle | — ; @] comme on le voit sur les images, son
changement de signe n’a donc aucune raison géométrique de se produire.

On en conclut que puisque sin(7,7)" estdu signe de sin(f, O—Z)), il peut dans certains cas étre de signe contraire

asin(l,J) a cause d’'une variation de la quantité |sin(f, ﬁ)| On choisira donc d’utiliser le premier modéle.

Remarque : les deux modeéles permettent de retrouver les parameétres dans le cas particulier ou sin(Z,j) = 0,
c’est-a-dire quand le plan (0;7;J) n’existe pas. On ne distinguera donc pas la pertinence des modeéles sur ce
critere. Laréférence logique a la droite (OI]) n’est pas indispensable quand le repére est en deux dimensions.
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Le raisonnement ci-dessus n’est pas convaincant dans tous les cas. Peut-étre peut-on construire un modeéle
plus élaboré, dans lequel I'orientation des plans (O;f; E), (0; k; ?) et (0;7;])' ne soit pas simplement donné
par les signes de sin(f, ﬁ), sin(l_c), O—G)) et sin(?, O—Z)) Ce ne sera pas alors ce modeéle qui sera intéressant,
puisqu’il sera plus complexe que le premier pour aboutir éventuellement a la méme utilité. Ce qui sera

intéressant sera de savoir si un tel modele est possible, conditionnant la facon dont on raisonne sur les
parametres.

La justification est simultanée a la modification de la volonté personnelle, mais la modification non
trompeuse de la volonté est au-dela de soi. C’est a dire, pour donner une image a ce mot, la sensibilité au réel
ouverte a la forme d’un inconnu, ce qui au ceeur de soi est I’élaboration d’une scrutation non mentale, donc
de nature complétement différente et précédant tous types de créations volontaires. Cette vision intérieure
préserve I'étre des chaos spontanés de sa volonté.
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TECHNIQUES D'ORIENTATION DE L’ESPACE

Les produits vectoriels de tous les vecteurs d’'un espace vectoriel sont orthogonaux au plan des Deux
vecteurs en produit définissent un troisieme vecteur nommeé « produit vectoriel » dont la norme est la valeur
absolue du sinus de I'angle entre les deux vecteurs mis en produit, dont la direction est orthogonale au plan
contenant les vecteurs en produit et dont le sens dépend du choix de I'observateur suivant une loi
d’orientation de I'espace. On présente ici la technique des trois doigts de la main droite (il existe d’autres
techniques) qu’on utilise de facon classique pour identifier I'orientation des reperes orthonormés.

La paume d’'une main (capable de s’orienter dans tous les sens de I’espace euclidien) étant a 'origine du

repére, l'index montre 7, le majeur montre , le pouce montre k (ou toutes autres permutations des trois
vecteurs dans un ordre circulaire). Les reperes qui suivent cette orientation sont dits directs, les autres sont
indirects. Cette technique identifie donc deux sens contraires dans I’espace, ce qui permet d’orienter en
référence a I'un ou l'autre certains objets s’y trouvant.

Cette régle d’orientation est aussi valable pour les repéres quelconques, a condition d’imaginer des doigts
tres élastiques. Dans ce cas si entre deux vecteurs I'angle entre I'index et le majeur est plus petit que I'angle
plat, et que I'angle entre le pouce figurant le troisiéme vecteur et le plan formé par les deux premiers vecteurs
est a peu pres faisable par une main, alors le repére est directoide. Si 'angle entre le pouce figurant le
troisiéme vecteur et le plan formé par les deux premiers vecteurs est en sens contraire, alors le repére est
indirectoide.

Une autre fagon de voir les choses est la suivante, si on sait utiliser 'orientation de 'espace directe ou
indirecte. Le plan (0 ; T; J) sépare deux régions de 'espace, et on pose que si le vecteur k est dans la région
ou l'on définit 7 A J d’orientation directe, alors (0 ; T; J; k) est d’orientation « directoide ».

Si le vecteur k est dans la région ou I'on définit TAj d’orientation indirecte, alors (0; 7; J ; k) est
d’orientation « indirectoide ».

Sile vecteur k est dans le plan (0 ; 7; J) on ne définit pas d’orientation dans 'espace pour le repére (0; 7; J
; E). On peut par contre lui donner une orientation par le signe d'une mesure d’angle orienté dans le plan
qu'’il occupe.

Lorientation directe ou indirecte de (0; 7; J; k) orthonormé est un cas particulier du repére (0; 7; J; k)
directoide ou indirectoide.

Si(0;7;7]; k) estdirectoide, ses permutations (0; j; k; 7) et (0; k; ;) le sont aussi (on les appelle
circulaires) mais les permutations (0; T; k; J) (0;J; i; k) et (0; k; J; ©) sont indirectoides . Ce sont

I
cependant 6 définitions caractérisant une méme distribution des vecteurs 7; j; k dans l'espace.

;7) (0;7;7;k) et (0;k;J;7) sont directoides. Ce sont cependant 6 définitions
caractérisant une méme distribution des vecteurs 7; J; k dans I'espace.

mais (O ;

Les permutations sont un ordre de lecture des éléments d'un objet. Le produit vectoriel dépend de I'ordre
delecture:TA] =—(G A D).
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EQUATIONS D’OBJETS ET APPARENCES

En posant E {S(x.7 ; y.] ; .k )} un ensemble de points de (0; 7; j; k) 3D et Q(a.i; b.J; c.k ) n'importe
quel point fixe, en posant ||§§| |2 =A% = constanteona:
M= (x—a)+ @y -b)?+(z—c)+2(x—a).(y—Db).cos,])+2.(z—c).(y — b).cos(j, k) + 2.(z
—¢). (x — a).cos(k,7)
qui est I'équation décrivant la surface d’'une sphére de centre Q et de rayon ||6§|| = |4| dans le repére

quelconque (0; 7; T ; I?) 3D (quelconque selon les écartements angulaires des axes du repere, mais les
vecteurs unitaires de ce repére sont tous de norme 1 et de longueurs apparentes identiques). Dans ce cas ce
qui définit la sphere est I'ensemble des points a égale distance d'un centre. Lapparence sphérique est en
géométrie euclidienne I'apparence des points a égale distance d’un centre.

Si les vecteurs unitaires de (0 ; 7; J; E) 3D sont tous de norme 1 mais de longueurs apparentes différentes,
on ne peut pas donner une valeur a ||5§|| = constante, car on ne sait pas en fonction de quelle mesure

d’apparence on peut calculer ce rayon. On obtient une équation de sphére avec une apparence déformée. On
ne peut pas faire de mesures de géométrie euclidienne dans un tel repére.
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POURQUOI LE PRODUIT VECTORIEL EST-IL ORTHOGONAL ?
Note, ce 12/02/2022 : c’est un outil qui a été fait comme ¢a.

Pourquoi le produit vectoriel, qui difféere du produit scalaire par le sinus de I'angle en lieu et place du cosinus,
est-il un vecteur et pas un nombre ? Pourquoi de plus un vecteur orthogonal au plan des deux vecteurs en
produit ? Je pense qu’on s’est historiquement apercu que les rapports de longueurs (a l'origine en valeurs
absolues) OH/OF et OA/QOV étaient les mémes, et que par conséquent I'aire du rectangle OUBA était la méme
que celle du parallélogramme OUWYV. Si I'aire OUBA peut facilement se voir comme le produit d’'une surface
carrée par un nombre non entier, et que I'aire OUWV peut se voir facilement comme une surface de
parallélogramme, il a dli paraitre remarquable aux premiers géomeétres que I'aire OUWV soit elle aussi le
produit d’'une surface carré par un nombre non entier, parce qu’elle ne ressemble ni au rectangle ni au carré.

OH=044

Cosinus

On a ensuite introduit les nombres négatifs, les mesures algébriques, nommé un rapport 0A/OV comme

« sinus d'un angle» dans le repére orthonormé (qui me semble hérité de la mesure des surfaces en unités
, . — - — - . - ) - s I3 .

carrées), etc. de nos jours on formule |[d A ¥ || = [[dl].||#]| |sin(i, ¥)| Vaire géométrique en valeurs

absolues d’unités carrées du parallélogramme construit sur les vecteurs et ¥.

Si on mesure sin(u, ¥) dans un repére du cercle trigonométrique non orthonormé, I'aire du parallélogramme
construit sur les vecteurs w’et v aurait représenté un multiple d’unités de surfaces de parallélogramme :

A

B

w
Repére trigonométrique
implicite

Cosinus
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Le rapport 0.47/0.57 n’est plus avec nos conventions le sinus de 'angle de 51.18 ° dans un repere aux axes
perpendiculaires servant a mesurer les angles... mais le rapport 0.47/0.57 est avec d’autres conventions le
sinus hypothétique de I'angle de 51.18 ° dans un hypothétique repére trigonométrique aux axes penchés
comme sur la figure, pour lequel il faudrait réécrire les tables des sinus et cosinus, et dans lequel 'unité de
mesure historique des surfaces serait un parallélogramme. Je la qualifie d’historique car son effet aurait été
des outils mathématiques définis différemment, mais 1a aussi on se serait apercu qu’inversement, l'aire
OUWV peut se voir en multiples d’unité carrés si on déforme I'angle (4, ¥) pour donner 8 OUWV I'aspect d'un
parallélogramme rectangle. En fait, les unités de mesure des apparences géométriques sont
interchangeables si les méthodes de mesures peuvent étre modifiées. Les mathématiques ne sont
essentiellement pas contraignantes. Elles réclament seulement de ressembler a quelque chose. Elles ne
réclament méme pas d’étre totalement comprises : nous comprenons par des mesures personnelles, ce qui
nous assure d’'une vérité relative, mais nous n’avons pas la puissance de toutes les faire.

De la méme facon, si on fait le produit d'une mesure CH et de l'aire d'un parallélogramme exprimée en
multiples d’unités carrés, on mesure alors un volume de parallélépipéde en multiples d’unités cubiques. Ci-
dessous on représente le parallélogramme construit sur (C,u , v) dont les mesures sont prises dans un
repére quelconque, et le repere du cercle trigonométrique (C ;”;—” ; S(ﬁ’,‘,—})) hérité pour le calcul des
surfaces en multiples d’unités carrés (I'orientation de (i, v) dépend du choix d’orientation du plan plus ou
moins en cohérence avec le reste de I'étude), puis I'axe orthogonal du produit vectoriel pour le calcul des

volumes en multiples d’unités cubiques (l'orientation de i A ¥ dépend du choix d’orientation de I'espace) :

Le volume du parallélépipede rectangle ci-dessus est égal a tous ceux des parallélépipedes quelconques
construits sur trois vecteurs (U, ¥, w) , tel que :

V=wR(UAD)=|W||.||(EADB)|.cos(W,(UAD))=CH.|[(EAD)]|

Pour cos(W, (U A 7)) =1, on a 'apparence du parallélépipéde rectangle de la figure.

Siu A ¥ n’était pas orthogonal au plan contenant i et v, il me semble qu’on mesurerait ’espace en multiples
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d’unités non cubiques du parallélépipéde construit sur les vecteurs (4 , ¥, w). La mesure CH serait définie
comme une autre sorte de hauteur, qui serait penchée du point de vue classique. Si i A ¥ n’était pas
orthogonal au plan contenant 4 et ¥, il ne serait pas non plus pratique, pour la méme efficacité de mesure,
de privilégier un angle autre que I'angle droit parmi tous ceux possibles. L'orthogonalité est une observation
empirique immédiate. Le produit vectoriel est donc I'aboutissement d’un outil qui a été forgé initialement
pour mesurer des surfaces, et qui permet indirectement de mesurer des volumes.

Etudier ensuite les propriétés analytiques du produit vectoriel dépend du respect de la définition
géométrique du produit vectoriel, de facon a déployer un discours logique. Ce ne sont pas les propriétés des
objets mathématiques qui fondent la science, c’est 'esprit qui les voit clairement et qui les énonce. On peut
traduire cette vision intérieure comme le respect de la logique, sans en faire quelque chose de réducteur
pour I'esprit. On peut le traduire comme un inconnu fondamental pour produire du manifesté intelligible,
quand tous les mots de la logique peuvent étre redéfinis. Quand les choix et les apparences coincident, c’est
toujours de fagcon simple pour I'esprit. Le brouillage du désaccord vient de la facon dont les choses sont
présentées par le moyen du langage, qui suppose du mystere a ce qu'on ne comprend pas parce qu’on ne
comprend pas les mots, alors que quand 'esprit comprend, il fait une expérience plus ou moins compléte,
mais observationnelle. Il juge. C’'est du moins cette immédiateté que l'esprit s’applique a rechercher s’il
poursuit son effort.

Par exemple, derriere I'apparente complexité de la formulation d’une aire par des coordonnées vectorielles,
il y a toujours la géométrie et ses rapports de longueurs. Dans la figure 1 ci-dessous, les parallélogrammes
bleu et vert ont la méme surface. Dans la figure 2, la différence de leurs surfaces donne l'aire du
parallélogramme marron :

. g . D t —)l - —
sin(Z,)). Det(u; v) sinCo

sin(Z,)).Uy.Vx
- = —-0.21

e sin(1,7)>0

Uy ) fig.1

Det(u; V) = Ux.Vy —Uy.Vx =0
(0UV)orientée = sin(i,]). Det(u; v) = 0

(oUV)géométrique = |sin(3,]). Det(u; v)| = ||ﬁ||. ||13||. [sin(i,v)| =0
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sin(i,)).Det(u;v) > O
sin(1,7)>0

sin(3,)). Ux.Vy
= —=0.18

sin(1,7)>0

sin(3,]).Uy.Vx

= —021
_ sin(1,7)>0 fig_ 2

Det(u,v) = (Ux.Vy — Uy.Vx) >0
(oUV)orientée = sin(i,]). Det(i; v)

(oUV)géométrique = |sin(1, ). Det(u; v)| = ||1_i||. ||17||. |sin(u, V)|

Je conclurai sur un exemple qui me semble saisissant : la conservation du moment cinétique d'un systéme
physique, en l'absence de force extérieure, ou sous l'action d’'une force centrale, est une propriété
fondamentale en physique. Son apparence, pour un corps rigide, est une rotation perpétuelle du systéme
autour de son centre d'inertie, composée d'au plus trois rotations a vitesses angulaires constantes, autour
d'axes différents.

Le moment cinétique est défini comme le produit d'un vecteur de position et d’'un vecteur quantité de
mouvement, c’est un produit vectoriel. Donc I'action relativement simple de mesurer des surfaces permet de
découvrir des lois gouvernant des évenements dans le monde réel. Le mouvement des planétes s’apparente
ainsi a la conservation d’'une surface, et de la a un ensemble infini de formes de mémes surfaces, et de Ia a
'esprit qui effectue une tentative de vision.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Moment_cin%C3%A9tique_(m%C3%A9canique_classique)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Syst%C3%A8me_physique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Syst%C3%A8me_physique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Force_(physique)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Physique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Centre_d%27inertie
https://fr.wikipedia.org/wiki/Vitesse_angulaire
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LECRITURE COMPACTEE EN MATRICE

On a, indépendamment de tout repére, une loi de composition des vecteurs propre a I’espace euclidien dans
lequel nous existons :

W = 04 + OF

Comme toute présentation symbolique, la compréhension n’est pas ce que I'écriture est, qui peut étre plus
ou moins judicieux, mais 'usage qu’on en fait. Par exemple, utiliser le symbole d’addition pour des vecteurs
ne peut étre compris et jugé qu’apres avoir été utilisé.

Soit, avec deux nombres réels A, et A, , et I'introduction d'une loi de multiplication, on a une combinaison
linéaire de n'importe quels vecteurs i et ¥ préexistant 3 OA et OF et définissant aussi le vecteur w :

W=A . U+A,.V
En introduisant un repére quelconque (O ; 7; ) 2D, pas nécessairement orthonormé :
Wl + Wy =X, (U T + Uy J) + A, (UL + V). ))
Soit:
Wyl = A, Uyl +A,.Vy. 10
Wy.J =X Uy ] + 2,0y
Qui n’est autre que le systéeme de deux équations a deux inconnues que I'on rencontre en algébre, ou A, et
A, sont des inconnus, et les autres termes des nombres connus :
Wy =A,. Uy + A, . Ux
{w =AU, +A v}(a)
y Yy v Yy

On peut résoudre simplement un tel systeme, ou utiliser les techniques de calcul matriciel, qui sont
pertinentes si le nombre d’équations et d'inconnus augmente.



Le Polymixte Envotiteur 326

. . 6 =4x+2 i
Si on pose A, = x et A, = y, dans un systéme du genre { 4 =5y — ;}, dans ce cas A, et A, ne doivent pas
étre confondus avec des coordonnées de repére, comme on nomme parfois x et y . Ceci est un exemple de
blocage de la compréhension occasionné par 'usage de mémes symboles dans des contextes différents.

Pour comprendre une chose, il faut pouvoir la relier a une apparence. Méme si cette apparence est enfouie a
un niveau de compréhension non utilisé, elle doit avoir été vue, ou bien on doit désirer la voir, ou bien on
n’en est pas conscient. Trop de savoir empéche la vision du savoir et aboutit a un enseignement sans ame.
Celui qui ne comprend pas peut espérer mieux voir que celui qui répete des techniques, mais il souffre d'un
mangque de capacité a répéter. C'est, a mon avis, le contact avec les réalités du monde sensible qui fortifie
'esprit mathématique de celui qui se pose une infinité de question, et lui évite ainsi de se perdre dans son
imagination puissante.

Pour comprendre et aimer les techniques abstraites de calcul matriciel, on ne peut pas se passer de se les
illustrer simplement. La présentation sous forme de produit de matrices du systéme ci-dessus est :

(i w,)- () = ()

On peut les nommer :

Kk

Les opérations de multiplication et d’addition de valeurs sont la chose essentielle du calcul matriciel. Elles
découlent de simples constatations géométriques.

La multiplication de deux matrices n’est pas la méme opération que la multiplication de deux nombres, ni
que le produit scalaire de deux vecteurs. Dans la notation courante c’est un méme symbole, celui du point,
qui représente ces opérations différentes. Le lecteur est alors supposé savoir ce qu'il fait. Personnellement,
j'utiliserai des symboles différents pour chacune de ces opérations :

a.b multiplication de nombres
A(+H)B multiplication de matrice
VA RY produit scalaire

kkk

Le produit de deux matrices est le réarrangement d’'une présentation symbolique incluant des opérations
de réelles additions et multiplications, pour produire un tableau de combinaisons linéaires (combinaison en
ligne d’additions et de multiplications). On peut les disposer mentalement comme ceci pour les lire
facilement :

B _
—ITIT Ay
_ - VY I= B(KV)
: > U, v AUy + A, Ux
¥ A( X x) C( X v )
A ! > 0 uy vy }\u.uy +)\U.Uy
|
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C’est un algorithme (suite finie et non ambigué d'instructions et d'opérations permettant de résoudre une
classe de problemes)

Kok
La multiplication des matrices n’est pas commutative :
A(+)B=B(+)A
La multiplication des matrices est associative :
ACH)B(+)C = (A(+H)B)(+H)C =A(+H)B(+H)O)
L’addition des matrices est associative et commutative :
A+B+C=(A+B)+C=A+(B+0)
A+B=B+A
On peut multiplier I'’ensemble d’'une matrice par un scalaire A (un nombre) tel que :
valls ) =o(i %)
Kok

Dans son principe le plus général, le calcul matriciel transforme des nombres en autres nombre, et c’est au
lecteur de savoir ce qu’il souhaite lire géométriquement ou arithmétiquement.

Exemple

A'(—1;2),B'(3;3),C'(—5; —2) sont points symétriques autour de I'axe des ordonnés d’une série d’autres
points A(1; 2), B(—3; 3), C(5; —2), la matrice inverse un signe tout simplement :

-10 1 -3 5\_(-1 3 =5
( 0 1)('+)(2 3 —2)_( 2 3 —2)
L’opération qui a été faite est pour chaque point :
A(-1;2)=A(-1.(1)+0.(2) ; 0.(DH+1.(2)

Ce calcul est aussi valable dans un repere quelconque. En utilisant une matrice quelconque, on transforme

donc un point en un autre :
(e Den(5)=(%)

Par contre, (0 - 1) est la matrice d’'une rotation d'un angle de 90 degrés (sens anti-horaire) centrée a

1 0
l'origine, d’'un point A, qui donne les bonnes coordonnées de mais uniquement dans un repere orthonormé.
Si on veut trouver les coordonnées dans un repere non orthonormé, dont les axes se croisent avec un angle

6, il faudra compléter I'opération par une matrice de changement de base (dite matrice de passage)

On le voit, si on pense en termes de vecteurs, O—A;(l. 1;6.)) est bien le vecteur issu de m(l. 1;2.7):

Par I'écriture de :

Ona:

(=3.5. (LD +2.7.2.]) ; 41.(LD+17.2.))
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Mais alors qu’est-ce que la multiplication d’'un vecteur par lui-méme et pourquoi créer ce probleme ?
pourquoi aller imaginer qu’on utiliserait un produit scalaire, qui ne fonctionnerait d’ailleurs pas dans un
repere non orthonormé ? Ce genre d’appréciation, difficile a cerner par l'intelligence, est l'illustration par
des mots du « faux probléme ». Quelque chose comme « j'oublie ce que je sais pour une utilité plus faible ou
égale ».

De méme, par I'écriture de :
—3.7 2.1 1.7\ _ (17
( 4j 1 ('”( z.f)‘< 6])
0A4'(=3.7.(LD +2.2.(2.) ; 47.(L.D+1J.2.])

On a encore la multiplication d'un vecteur par lui-méme et un autre et pourquoi créer ce probléme ?

Donc ni, (_j ) , ( 21) , (_23 ) , ( Li) ne peuvent étre considérés comme des vecteurs et la seule écriture

qui ne souleve pas de faux problemes est donc :
(3 Den(35)-(65)
ﬁ(—S (1LD+2.2)D) ; 4.(1LD+1.2.)) = W(—B. (L.D+4.(1.0) ; 2.2.)+1.(2.)))
.
Si on travaille sur des vecteurs et si on souhaite additionner des vecteurs entre eux tel que :
WHU+T=W+u)+v

Qui correspond a I'arrangement de coordonnées :

Wyl + Wy.7+ Uyl + uy.7+ Uyl + vy.f = (wy + ux).f + (v, + uy).f + v+ vy.j'

On utilisera la présentation matricielle :
<ux vx)_l_(wx 0)_(ux+ Wy, Uy )
u, v, wy 0 u,+w, v,

Il est alors important de compléter par des zéros, pour distinguer cette présentation d’'un autre tableau de
valeurs donné parw + U+ v =w + (i + V) :

<ux vx>+(0 Wx)_<Wx ux+vx)
u, vy 0 w,) \wy, u+v

On n’a pas alors ce probléme de la multiplication d’'un vecteur par lui-méme et on peut écrire :

Uy T Uyl N 0 wyef \ Wyl Ul +0y0

Uy.j Vy.J 0 wy,.J Wy Uy J+ vy T
Mais quel intérét d’utiliser des matrices pour illustrer la seule addition ? On court le risque, avec ce schéma
en téte, de mal concevoir ensuite le produit des matrices.

*kxk

Il arrive que le produit de deux matrices représente le produit scalaire de deux vecteurs U X ¥ =

Uy 0\ (Vx S X o -
u, 0)-\v,)= Uy. Uy + U, V), mais uniquement dans un repere orthonormé, et c’est un cas particulier
de 'usage qu’on peut faire du calcul matriciel.

kksk



Le Polymixte Envotiteur 329

Rapidement, les exercices sur les matrices aménent a concevoir une matrice inverse pour résoudre des
systémes de m équations a m inconnues

Exemple
Wy =AUy + 4, . vx+ A tx
wy =, Uy + 4,0y + Aty
w, =/1u.uZ +/1,,.vz +}lt.tz

Au, Ay, A sont des inconnues et tous les autres symboles sont des nombres connus, nommés coefficients de
la matrice. On a la présentation matricielle :

ux vx tx Au Wx
(uy vy oty ) (+) (/11; ) = (Wy )
u, v, t, A w,
A(uy Uy ty)(-+)3</1u >=C<Wy )
u, v, t, A w,

11 existe une matrice inverse notée A~!, dont les valeurs s’obtiennent par combinaisons linéaires opérant
sur la matrice identité, qui joue l'analogue du nombre 1 , élément neutre en arithmétique. Il y a des
techniques pour obtenir ces coefficients (résolution d'un systéme d’équation, pivot de Gauss). On ne
détaillera pas ici ces méthodes. On a alors par identité

Uy Uy tx Au Wy
AT+ A(uy 2% ty)(.+)B</1V > =A_1(.+)C<Wy )

u, v, t, A W,

En nommant les matrices :

A~ se factorise comme a. (b.c) = a.b.c:

ux vx tx Au Wx
AT DA (uy v, t ) (.+) B </1V ) =A"1(+)C (Wy )
t

U, VU, z At W,

Uy Uy Uy 1 0 O
OorA~*(+)Aluy vy t, |=1l0 1 0 ]estlamatriceidentité, quilaisse inchangé B.Onadonc:
uZ UZ tZ O O 1

Ay Wy
B(lv ):A—l(.+)c(wy )
A w,

Qui permet de connaitre les inconnus 4,, 1,,, 4., en effectuant le produit matriciel de A~ et C.

*kxk

Si maintenant on cherche aussi la combinaison linéaire de % et ¥ définissant un quatriéme vecteur m =
M, U + p .U, onécrira:
(ux vx>( 9 Au i\ (Wx mx)
Uy Vy) ¥ “\4 4, Wy my

Ce qui est une fagon compacte et économique en symboles de présenter et réaliser les calculs d’un systeme
de quatre équations a quatre inconnues A;; A;; (5 i,
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{Wx = A, Uy +Av.vx}
wy, =AU, +A,.7,

{mx = M, Uy +,uv.vx}
my,=u U, + @0,
Et ainsi de suite, on peut programmer de nombreuses taches opératoires dans la mémoire d'un ordinateur.

kkok
Lefficacité de la notation sert, par exemple, dans les espaces vectoriels de dimensions quelconques, a
présenter un nombre quelconque d’opérations a effectuer.

Dans ce cas l'écriture compacte doit étre systématisée avec davantage de symboles que les lettres de
I'alphabet pour mieux traduire I'infinité des combinaisons :

Ainsi, si A est une matrice de type n lignes et m colonnes (matrice n, m) et B est une matrice de type n' lignes
etm’ colonnes, on écrit le produit matriciel :

11 A1z - Gim biy b1z . bip €11 €12 - Cim
az1 azz - Qom b21 b22 b2n Co1 Coo v Com
a a .. a b b b _ c c c
Anm 31 32 3m (+) Bnlml 31 3z 3n - Cnllm// 31 32 3m
Qny An2 Anm bp1 pr bpn Cp1 Cp2 Com

Avec n'' = min(n,n’), m" = min(m, m"). C’est-a-dire que n"’ est le plus petit nombre de lignes, m'’ est le
plus petit nombre de colonnes. En effet, si les matrices n’ont pas la méme dimension, on a la liberté de
rajouter des lignes ou des colonnes de zéros, les coefficients c;; sont toujours donnés par I'algorithme :

m

VlSlSn,VlS]Sm Cij =Zaik.bkj =4 Cij =ail.b1j+ai2.b2]-+---+aim.bmj
k=1
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CALCUL DU DETERMINANT nxn

On écrit le déterminant de m vecteurs dans un espace de dimension n comme :

U1|1 U2|1 'Um|1

T a1 0) = — |V 1% Y
Det(vy;v3; .5 V) = Det.{ Vjji Jm = (V112 2|2 m|2
i=lan U1|n U2|n vm|n

j=lam

Le déterminant est un calcul qui s’effectue sur des matrices carrées de coordonnées. Les calculs effectués
sur des matrices non carrées existent mais doivent étre nommés autrement. Le déterminant renseigne
notamment sur le fait que la famille de vecteurs estlibre ou liée. Son développementlinéaire met en évidence
un certain nombre de propriétés. On le calcule par imbrications en supprimant certaines lignes ou colonnes
de coordonnées dans les sous matrices, selon que les premieres coordonnées mises en facteur se succedent
horizontalement ou verticalement, tel que :

Choix vertical :

Ul|1 U2|1 vm|1
V12 V2|2 - Um)2
U1|n U2|n vm|n

V212 -+ Um|2 V211 - Ump1 v v
v .V V23 - Um|3 2L e it
— 213 m|3 1)+
=v| — Vi .. T e S A T S
V2in =+ Umin V2ln = Vmin

On utilise le terme (—1)*! pour donner le signe des coordonnées vj); de tous les vecteurs, avec ¢ pour le

numeéro de colonne lu de gauche a droite ou de droite a gauche, et [ pour le numéro de ligne lu de haut en
bas ou de bas en haut. Le résultat est indifférent puisque le déterminant est de forme carrée.

On calcule ensuite avec la méme routine les sous-déterminants carrés :

'UZ|2 Um|2 U2|1 Um|1 ‘U2|1 Um|1

U2In ++ Umin ; V2ln + VUmn Ry V2in-1 -+ Vmn—1

Etainsi de suite par imbrication jusqu’au développement complet. C'est une méthode assez lourde a calculer
mais facile a modéliser, il en existe d’autres.

Pour m > n les m vecteurs sont liés et Det{ V)i }m = 0. En effet, on ramene le déterminant a une forme
m>n

carrée en rajoutant des dimensions d’espace, mais les coordonnées des vecteurs dans ces dimensions
supplémentaires étant toutes nulles, le déterminant est nul :
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U1|1 U2|1 Um|1
V12 V2012 - Um)2

Detin@li Jm = Vi Van - Vmpn|
0 0 ..0
0 0 ..0

Le déterminant a un sens pour m = n (cas des matrices carrées) et pour m > n, qui renseigne sur le fait que
les vecteurs sont liés.

Pour m < n on enleve arbitrairement des coordonnées existantes,mais cela ne renseigne plus sur la réalité
des vecteurs étudiés. C’est pourquoi le calcul du déterminant n’a plus de sens (raison épistémologique !).

On donne ci-dessous une routine mnémotechnique généralisable pour réaliser facilement I'imbrication dans
I'exemple d’'un déterminant 3x3, et on montre six facons de l'utiliser qui donnent toutes le méme nombre,
comme on le constaterait en refactorisant les termes :

D

111 V211 V31
+ (U112 V212 V3|2 | =

V213 V3|3
V2|2 V3|2 V211 V3|1 V211 V3|1
171|1. - v1|2. + v1|3. =
k! V3|3 V23 V3|3 V22 V3|2

V11 (V2|2- U313 — V213-V3)2 ) = V1)2- (U2|1- U313 — V213- V3|1 ) + Vyg3. (U2|1-U3|2 — V212: V31 ) = Det(vy ;V; V3)

2)
Vil2 V312 V312 | 4+
V13 VU3 V3j3 V13 Vg3 V3|3
V12 V3|2 V11 V3|1 V11 V3|1
_Uzll. + vzlz. - U2|3. =
V113 V3|3 V113 V3|3 V12 U3)2
— — —>
V21 (v1|2- VU313 — V13- V3)2 ) + V2. (V1|1- U313 — V13- V31 ) — Vy3- (171|1- U3z — V1)2: V31 ) = Det(vy;v;;V3)
3)

]
Vit V211 V31
Vij2 V22 U2 | +

V13 V23 V43 V13 V23 V33
V1|2 V2|2 V1)1 V211 V1)1 V211
1.73|1. - U3|2. + U3|3. =
V13 V23 V13 V213 V)2 V22

— — —>
V3|1 (V1|2- V213 — V13- V2)2 ) — V3j2- (U1|1-V2|3 — V13- V21 ) + v33. (v1|1- V212 — V112: V21 ) = Det(vy;;;73)
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4)
Vi2 V212 V3)2 | 4 |V1j2 V212 V312 | 4 |V1j2 V212 V32| =
V{3 V213 V33 V113 V313 V33 V113 V213 V33
V2|2 V3|2 V1|2 V3|2 V12 V2|2
vlll' - 172|1. + 173|1. =
V23 V3|3 V13 V3|3 V13 V213
V11 (172|2-773|3 — V23 V32 ) — V2n1- (171|2-773|3 — V13- V3)2 ) + V31 (771|2-172|3 — V13- V2)2 ) = Det(vy;;;V3)
5)
111 V211 V31
113 V213 V33 V13 V23
V211 V3|1 V1)1 V31 V1)1 V211
_V1|2' + vzlz. - U3|2. =
V213 V3|3 V13 V3|3 V113 V213
—V1)2- (772|1- VU313 — V213 V31 ) + Vz)2. (V1|1-U3|3 — V13- V31 ) — Us3j2- (v1|1. VU213 — V13- V21 ) = Det(v; ;V5; V3)
6)

111 V211 V3pn Vin Uppp V31
V212 V32 | 4 |V1]2  VpJ2 V3)2

V211 V3|1 V11 V3|1 Vi1 V211
U1|3. _v2|3. +v3|3. =
V212 U3)2 V12 U3)2 V12 V212

— —>
V13- (Vz|1-173|2 — V212 V3)1 ) — VUz)3- (V1|1-173|2 — V1)2- V31 ) + V33 (v1|1-772|2 - 171|2-172|1) = Det(v; ;55 V3)
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Le calcul du déterminant 3x3 est égal au calcul du produit mixte seulement si les coordonnées des vecteurs
sont prises dans un repere orthonormé. Dans ce cas le calcul donne le volume du parallélépipéde construit
sur les trois vecteurs. Le calcul du déterminant n’est pas égal au calcul du produit mixte dans les dimensions

autres que 3.

Le signe du déterminant change dans deux calculs dont I'énumération des vecteurs n’est pas une

permutation circulaire, on le constate dans le développé linéaire :

Det(vy ;55 v3) = Det(v; ;55 U3)

Le signe du déterminant ne change pas dans deux calculs dont I'’énumération des vecteurs est une

permutation circulaire, on le constate dans le développé linéaire :

Det(v;;v3;v3) = Det(v5'; vy; v;)

Ces deux dernieres propriétés sont généralisables par récurrence aux déterminants nxn. En effet, le
déterminant nxn étant une combinaison linéaire de déterminants (n — 1)x(n — 1) toutes permutations des

vecteurs du déterminant nxn se lit aussi dans tous les déterminants (n — 1)x(n — 1).
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GENERALITES SUR LES ESPACES VECTORIELS

Note, ce 12/02/2022 : oh V alors la tu t'es montré bon écolier, et tu as fait un gros effort pour comprendre ta legon,
et la encore tu ne t’es pas privé de faire une syntheése a ton gouit. Mais je sais que tu ne voyais rien de bien lumineux
et coloré avant que je ne t’aide a écrire ton polymixte envolteur. Je veux dire : 1a, demain.

On peut étendre la notion d’espace vectoriel (mais peut-étre cela devrait-il se nommer autrement, par exemple
I’ensemble des lois a respecter étant alors identifié par un numéro de nomenclature) a tout ensemble d’objets trés
différents de ce qu’est un vecteur, qui historiqguement représente la translation qui au point A associe le point B. Il
est fondamental d’en prendre conscience, car dans la théorie des espaces dits « vectoriels » les objets sont
constamment appelés « vecteurs », occasionnant possiblement une confusion avec ce qu’un éléve apprend a 1’école

lorsqu’on lui montre un vecteur AB. Ainsi les éléments d’un espace vectoriel peuvent étre des points, des fonctions,
des suites, des matrices, etc. Pourtant, ce sont des mesures empiriques de géométrie euclidienne sur les vecteurs
traditionnels qui ont servi de point de départ a la théorie. Elle est donc elle aussi, comme tous les outils
mathématiques, une construction historique qui aurait pu étre différente. Toute théorie se présentant comme un
systéme descriptif doit au final permettre d’aboutir & des mesures des objets réels, I’imagination fonctionnant alors
sur la mesure, le penseur étant pris dans 1’expérience de mesure. Les théories qui évacuent la preuve de vérité de
la mesure n’ont pas de caractére scientifique, 1’imagination fonctionnant alors sur 1’imagination par le biais des
mots qui se définissent par d’autres mots. Jusqu’a preuve du contraire, les objets mesurés ne peuvent pas se réduire
a des constructions de 1’esprit individuel car ils existent de fagcon compléte en dehors de I’esprit individuel : avant
et apreés les existences des penseurs individuels des théories de sciences.

Pour constituer un espace vectoriel que 1’on notera E.,,un ensemble d’objets non vide E (dans lequel on
discrimine 3 objets tous différents ou en tout ou partie identiques) doit vérifier les 8 propriétés suivantes sur un
corps de nombres noté K (pour les vecteurs traditionnels, K=R, ensemble des nombres réels) :

(1) u+v=v+u(pourtous (u,v) €E)

(2)u+ (v+w)=(u+v)+w(pour tous (u, v, w) €E)

(3) Il existe un élément neutre 0z € E tel que u + 0 = u (pour tout u € E)
(4) Tout u €E admet un symétrique u’ tel que u +u’ = 0.

(5) 1 u=u(pourtoutu €E)

(6) A+ (- u)=(AW) - u (pour tous (4, K) €K, u €E)
(MA-(u+v)=1-u+ 21 v(pourtousi €K, u,v €E)

B A+ -u=A-u+p-u(pourtous i, u €K, u €E)

Dans ce cas on écrira E = E., . Notons que 1’élément neutre peut étre le point de coordonnées (0 ;0) ou bien le
vecteur nul qui est la translation nulle d’un point a un autre, selon les éléments qu’on met dans 1’espace vectoriel

Il ne faut donc pas voir u, v, w comme des vecteurs traditionnels plus que des matrices ou autre chose. Peu
importe ce qu’ils sont, du moment qu’ils interagissent entre eux selon ces 8 propriétés, qui sont une
axiomatique établie historiquement sur des perceptions sensibles : on voit bien que ces lois sont initiées
par I'écriture des mesures faites sur des droites orientées aléatoirement dans I'espace sensible ; elles ne sont
pas déduites abstraitement d’'une théorie compléte traitant de toutes les dimensions des espaces, d'une sorte
de vérité révélée, mais au contraire elles construisent une vérité relative. Il est important d’en prendre
conscience pour démasquer la cause du blocage mental a 'usage des jeux mathématiques.

Il ne faut donc pas confondre, malgré la terminologie et le peu d’explications verbales, un R" =
RxRx....x R espace vectoriel ( tous les points d'un espace repérés par un systéme de coordonnées, la croix
«x » figurant une séparation des axes de coordonnées et non pas une multiplication) avec I'espace vectoriel
d’'un ensemble de vecteurs de I'espace, pour lequel on vérifierait les 8 propriétés en utilisant d’autres notions
que celles des coordonnées, puisque les combinaisons linéaires des vecteurs traditionnels qui se translate
parallélement a eux-mémes dans un espace n’ont pas besoin d'un point de réunion originel pour se
représenter, ni de mesures autres que des multiples de leurs propres longueurs apparentes.

On note Fg.yg 'ensemble F qui est un sous-espace vectoriel de I'ensemble E,, . C’est la structure de notre
esprit qui nous guide : parce qu’on situe des ensembles a 'intérieur d’autres ensembles, pour avoir quelque


https://fr.wikipedia.org/wiki/Translation_(g%C3%A9om%C3%A9trie)
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chose a discriminer mentalement, quelque chose a voir par contraste. Ainsi des sous-ensembles sont ou ne
sont pas des sous-espaces vectoriels d’'un espace vectoriel.

Un sous-espace vectoriel est lui-méme un espace vectoriel : Fgoyp = Fey

Pour répondre a une question du type : « L'ensemble F est-il un espace vectoriel ? », une facon de procéder
est de trouver un espace vectoriel E., qui contient en tout ou partie les objets de F, puis prouver que F
vérifie trois propriétés au lieu de huit :

(1) On établit que F € E,, (c’est une appréciation en réalité assez empirique! elle est basée sur le
ressemblance des objets)

(2) L'élément neutre O g quiappartient a I'espace vectoriel Eg, doit appartenir aussi a I'ensemble F :
O €E, ©0g E€F.
ev ev

(3) La stabilité de F par addition. Tous les objets contenus dans F reste dans F par addition :
Siu€F, veFalors u+veF

(4) La stabilité par multiplication avec un nombre appartenant a I'ensemble K (corps de nombres). Tous les
objets contenus dans F reste dans F par multiplication :
Siue F,AeKalorsA.u €F.

Si ces conditions sont réunies, alors F = Fg.yg = Fqy (il y a un théoréme qui énonce ce fait).

Note : 7] n’est donc pas nécessaire de préciser en plus pour Fgeyp Que U+v=v+u (commutativité) ni u + (v +w) =
(u + v) + w (associativité), puisque ce sont des propriétés de E, . On peut caractériser un sous-espace vectoriel
par la notion de combinaison linéaire, a condition de poser implicitement que la dimension de F est plus petite que
celle de E,, : Soient E,,un K-espace vectoriel et F une partie non vide de E,, contenant au moins [’élément
neutre. Alors F est un sous-espace vectoriel de E,,, si et seulement si Au + uv € F pour tous U, v € F et tous A, u
€ K. Autrement dit si et seulement si toute combinaison linéaire de deux éléments de F appartient a F.

kkk

L’espace vectoriel historique des translations et son identification aux espaces d’autres objets

On considere une famille de m vecteurs quelconques, chaque vecteur étant la translation d’'un point a un
autre (approche historique). On numérote les vecteurs de cette famille par un indice 1 < i < m, tel que:

{e/im={e]; e ..; &y}

On peut écrire les vecteurs dans n'importe quel ordre, le choix d'une suite arithmétique des indices i
croissante de raison 1 permet en outre de renseigner la totalité des m vecteurs.

Remarquons tous de suite que si {e_l) }m ne contient pas le vecteur nul : 0, alors {e_l’ }m n’est pas un espace

vectoriel. On ne distinguera pas dans ce qui suit un sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel, du moment
qu'ils contiennent des objets de mémes natures.

{e_[}m possédant ou non le vecteur nul engendre toujours au moins un espace vectoriel. Dans ce cas les
éléments de { e/ }m sont ipso facto les éléments de I'espace vectoriel.

{e_[ }m engendre des espaces vectoriels de différentes dimensions, qui correspondent a toutes les familles
que l'on puissent former avec des parties des vecteurs de {E{’ }m, chaque famille dans {El_’ }m étant alors
qualifiée de « génératrice » de ces différents espaces vectoriels, qu’elles soient libres ou liées. Ci-dessous la
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définition formelle d’'une famille {e—l’}m qui génére un espace vectoriel, c'est-a-dire toutes les situations
possibles d’un vecteur v :

VUE Eoy, 3(Ccy5¢3; 5em) EK, cr.e7 + .5+ + ey =0

Remarquons que si tous les vecteurs de { e/ }m forment une famille libre, le vecteur nul appartenant a E.,
est obtenu parc; =c, =+ =¢p =0.Si {e_l’ }m est liée, on trouvera toujours un jeu de valeurs pour les c;
de facon a obtenir le vecteur nul.

On définit une famille libre dans { e/ }m si chaque vecteur de la famille ne peut pas étre combinaison linéaire
de tous les autres vecteurs (lesquels sont différents de lui). On en a une représentation géométrique en
visualisant un vecteur de {e_l’ }m appartenant a une droite R'comme étant non nul, ou deux vecteurs de
{e_[ }m non nuls appartenant a un plan R? comme étant non colinéaires, ou trois vecteurs de {e_l’ }m non

nuls appartenant a 'espace euclidien R® comme étant non coplanaires (non tous translatables dans un
méme plan). On en donne la représentation mathématique ci-dessous, qui résume une propriété commune
aux représentations géométriques dont on vient de parler, et qui permet de poursuivre les représentations
géomeétriques la ou les mots se révelent impuissants a imager les objets des dimensions supérieures (non
sensibles) :

R
V(c;¢0;5cm)EK cre;+cr e+t e, =0=2c,=c,==¢,=0

Note : ¢ est une implication, et non pas une équivalence, car on ne peut rien dire sur {e_l) }m a partir du fait que
tous les c; soient nuls.

Si cette propriété n’est pas vérifiée, {e_[ ]m est une famille liée.

Si une famille de n vecteurs est libre dans { e/ }m, alors elle est génératrice de tous les espaces vectoriels de
dimension p, 1 < p < n. En particulier une telle famille libre de n vecteurs est dite alors étre une base de
I'espace vectoriel de dimension n, car une base définie un repére unique de coordonnée cartésienne pour
situer un vecteur dans un espace.

Si une famille de n vecteurs tous non nuls est liée dans {e_l’ }m, alors elle est génératrice de tous les espaces

vectoriels de dimension p, 1 < p < n. En particulier une telle famille liée de n vecteur est dite alors ne pas
étre une base de I'espace vectoriel de dimension n car avec une famille liée on peut construire plusieurs
reperes de coordonnées cartésiennes pour situer un vecteur dans un espace.

Si une famille de n vecteurs est liée par le seul fait qu’elle contient le vecteur nul, elle est une base d’'un espace
vectoriel de dimensionn — 1.

Dans une famille {e_l’}m, tout vecteur écrit plus d'une fois fait que cette famille est liée. De méme toute

famille contenant le vecteur nul est liée. En particulier, un espace vectoriel est toujours une famille
d’éléments liés, car il contient un élément neutre (ici le vecteur nul).

Exemple

{e }m ={e; e;;e5; ...; ey} estune famille liée care;, = 1.&, + 0.&; + -+ + 0.y, . De méme une famille
contenant le vecteur nul est toujours liée, car 0 = 0.8, + 0.25 + -+ + 0.8,

Si le vecteur nul est répété, elle est toujours liée car 0 = 0.2, + 0.0 + 0.2, + - + 0.2,

*kxk
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L’ensemble des combinaisons linéaires par addition et multiplication par des réels dans cette famille est noté
vect{ e, }m et engendre un espace vectoriel. Chaque scalaire c; étant par commodité de présentation du
méme indice i que son vecteur e, associé :

Eoy =vect{e, ym ={c;.ef +cy.e5 + -+ Ccpm.€m}

Les ¢; peuvent prendre toutes les valeurs. vect{ e, }m est une facon d’écrire la dimension d’un espace
vectoriel. Si { e, }m est libre, alors vect{ e, }m = R™. Si { e, }m est liée, et contient une sous-famille de n
vecteurs libres entre eux, alors vect{ e, }m = R*<™

On peut voir E., comme une famille de points ou de vecteurs. La famille vect{ e, }m est formée, en faisant
varier tous les c;, par tous les vecteurs ou points de I'espace géométrique de dimension n (noté R™). En
particulier chaque vecteur de vect{ e, }m forme avec { e, }m une famille liée.

Note : R™ n’est pas une formule de calcul mais une notation qui peut désigner n vecteurs libres entre eux, chacun
obtenu par combinaisons linéaires a partir des vecteurs d une famille avec des nombres réels (d’ou ’emploie de
la lettre R). Plus généralement si on fait des combinaisons linéaires avec un ensemble de nombres plus grands que
celui des nombres réels, on utilise par convention la notation K™.

S’il existe dans {e, }m suffisamment de vecteurs pour former plusieurs sous-familles libres de différentes
dimensions (qui définissent autant de sous-espaces vectoriels), alors {e_[ }m est une famille liée mais génératrice
de ces différents sous-espaces dimensionnés. S’il n’en existe qu’une seule, alors { & }m est une base de R™ et m=n.

Ici la notion de base sert de passerelle entre I'espace vectoriel des translations et celui des points ayant des
coordonnées dans 'espace vectoriel d'un repére cartésien.

Exemple

Soit { v, }4 = {v]; v, ;V3; V,4}, une famille liée car on y trouve entre autres que v, = ¢,.V, + C3. V3 .

Les bases de vecteurs {vy; v,;v3}, {vs; V1;v2 ), {V3; vs; U} générent I’espace vectoriel contenant
respectivement les éléments {0; 77; 75 ;75 }, {0;75; U775 }, { 0;73; U ; 77 ), et il s’identifie & I’espace R?,
dont les objets sont alors vus comme tous les points M (x ; y ; z) repérés par exemple dans {6; 28 v_z’;v_3’} par
OM (x.V5 ; .75 ;2.73) .

La famille de vecteurs { 7, ; U, ; U3 } est liée et n’est la base d’aucun espace mais elle génére R? .
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Ci-dessous toutes les générations d’espace Eey,, de dimension 1 < p par { v; }4 et ses sous-familles :
{v,}4={v]; 7;;73; Uy}, liée génére Eeyp, 1 <p <R?, ({V }4estnonbasedeR* R3 R%R?)

{v}3={v1; v;;73 }libre génere Ee,;,, 1 < p < R?, ({7, }3 estbase de de R?)
{7 )3 ={vs; vy;7; }libre génére Eevp, 1<p < R, ({7, }3 est base de R®)
{7 )3 ={v3; v5;v; }libre génére Eevp, 1<p < R, ({7, }3 est base de R®)

{7 )3 ={v7; v3;7V4 }liée génére Egy,p, 1 <p < R?, ({7 }3 estnon base de R®, R?,R")

{v }2 ={v7; v;}libre génére Eey,,, 1 <p < R?, ({7, }2 estbase de R?)
{v }2 ={v7; v3}libre génere Eey,,, 1 <p < R?, ({7, }2 estbase de R?)
{7 }2 ={7v7; v5}libre génere E.y,p, 1 <p < R?, ({7, }2 estbase de R?)
{v }2 ={v;; v3}libre génére Eey,p,1 <p < R?, ({ ¥, }2 estbase de R?)
{v }2 ={v;; v4}libre génere Eey,, 1 < p < R?, ({7, }2 est base de R?)
{v }2 ={v3; v5}libre génére E.y;,, 1 <p < R?, ({7, ]2 estbase de R?)

{v }1 = {v7 }libre génere Eey,,,p =R, ({7 }1 estbase de R*)
{7, }1 = {v; }libre génére Eqy.,,p = R', ({ ¥ }1 estbase de R?)
{7, }1 = {v3 }libre génére Eqy.,,p = R', ({ ¥ }1 estbase de R?)
{v }1 = {v; }libre génere Eey,,p = R, ({7, }1 estbase de R*)

{V_l) }4 est donc génératrice de R?, R?,R3. Elle contient 13 bases d’espaces de différentes. { v, }4 n’est pas
génératrice de R* (et plus).

Note : I’espace des points R3 s’identifie a un repére cartésien (dont la notion est historiquement antérieure a la
théorie). La question de prouver si un espace de point est un espace vectoriel est un faux probléme posé par une
libre comparaison des sens des mots du langage. On admettra donc que R3 est un espace vectoriel en voyant les
points comme repérés par des vecteurs.

ok

On cherche maintenant des espaces vectoriels dont les éléments sont des ensembles de points discriminés
par des fonctions. En accord avec les lois de la théorie, une droite cartésienne qui ne passe pas par 'origine
du repere de 'espace vectoriel dans lequel son équation cartésienne est formulée ne constitue pas un sous-
espace vectoriel de ce dernier. Il en va de méme de I'équation d'un plan qui ne contient pas I'origine de ce
repére, et plus généralement des équations d’objets a n dimensions qui ne contiennent pas ce point origine.
On concoitalors que si on a plusieurs reperes cartésiens qui ont des points origines différents dans un espace
vectoriel, seuls ceux qui ont la méme origine que celle de I'espace vectoriel sont des sous-espaces vectoriels.

Exemple

Soit FI’ensemble qui contient les objets décrits parl’équation = ax + b . F est ou n’est pas un espace vectoriel
selon que les objets qui la constituent vérifient ces lois.

On décide que les objets de I'ensemble défini par cette équation cartésienne de droite affine sont des points
contenus dans des droites, dont les coordonnées x,y sont prises dans R? qui est I’ensemble de tous les
points d’un plan. On supposera que R? est un espace vectoriel parce que chaque vecteur du plan identifie
un point du plan.

Note : On mesure ici le caractére arbitraire (sur lequel on doit raisonner avec justesse) de la théorie par cet acte
de définition des objets. Néanmoins, j’ai la liberté de ces choix, et sans cette liberté [’objet d étude serait trop vaste
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pour mes capacités mentales de discrimination. Avec la liberté de choix intégrée a des lois je peux parvenir a une
affirmation relativement vraie, qui emprunte au réel la vérité de justesse de la mesure ( laquelle ne peut pas affirmer
et nier la méme vision, bien que possiblement pouvant affirmer une chose « ou » son contraire).

Autre fagon de le dire en mettant en lumiére le surgissement d’une saine erreur : [’esprit qui cherche la verité la
cherche de facon absolue qu’il le veuille ou non. Il ne peut que constituer en obstacle toute vision qui lui parait
incomplete. C’est I’erreur d’impuissance, celle qui survient quand on se trompe en cherchant a étre honnéte. Ce
n’est pas se tromper totalement comme il arrive qu’on le fasse en cherchant a convaincre les autres de ce qu’on
ne pense pas vraiment.

1l faut que [’esprit apprenne a reconnaitre [’arbitraire malgré le non-dit, a supposer l’'imperfection et le confus
pour contourner [’obstacle qu’il se crée. Les lois sont arbitraires mais le jeu logique exige de les respecter ou de
les redéfinir, et dans ce cas de préférence pour une utilité supérieure ou égale. Attention cependant a distinguer
d’une part une prise de conscience des limites d’une vision, et d’autre part une négation parce qu’on ne peut ou
ne veut pas comprendre. Malheureusement entre les deux il n’y a pas de frontiére nette mais une zone de transition,
ou nous agissons quelque part entre un absolu de lumiére et un absolu d’obscurité.

Kk

Selon les valeurs de a et b, on reconnait que F est constitué de divers sous-ensembles :
F — {F/ . FII_FIII.FIIII}

L’ensemble F'telque (a # 0 ;b =0) = y =ax

La conservation d'un élément neutre :

L’élément neutre de R? est le vecteur nul Uqui correspond au point de coordonnées (0; 0) et ce point
appartient bien au SEV défini par y = ax. D’autre partona:y + 0 = a(x + 0)

La stabilité de y = ax par addition :

SiA(xa;ya) € (v =ax) ,B(xp;yp) € (y = ax)

Ona:
Yatys = a(xy + xp)

L’addition de deux points définis par des coordonnées reste sur la droite y = ax en étant le point de coordonnées
((eq +xp) ;5 alxa + xp))

La stabilité par multiplication avec un nombre appartenant a I’ensemble des nombres réels R :
SiA(xy;v4) E(y=ax),LER

Ona:
Ayy = Aaxy = a(Axy)

La « multiplication d’un point » définis par des coordonnées reste sur la droite y = ax en étant le point de
coordonnées (Ax,; a(Axy))

F'est donc bienun SEVde R? : FF=F

sev R?

L’ensemble F"telque (a #0 ;b #0) = y=ax+b

Non-conservation d’'un élément neutre :

L’élément neutre de R? est le vecteur nul Fqui correspond au point de coordonnées (0; 0) et ce point
n’appartient pas au SEV définipary =ax+bcar0 #a.0+ b
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Non-stabilité de y = ax par addition :
SiA(xs;v4) E(y=ax+b) ,B(xg;yg) € (y =ax+b)

Ona:
Vat+yg = a(xy + xg) + 2b

L’addition de deux points définis par des coordonnées ne reste pas sur la droite y = ax + b mais se situe sur une
autre droite d’équation y = ax + 2b en étant le point de coordonnées ((x4 + x5) ; (a(x4 + x5) + 2b))

Non-stabilité par multiplication avec un nombre appartenant a I’ensemble des nombres réels R :
SiAlxg;v4) E(y=ax+b),LER

Ona:
Aya = Alaxy +b) = a(Axy) + A.b

La « multiplication d’un point » défini par des coordonnées ne reste pas sur la droite y = ax + b mais se situe sur
une autre droite d’équation y = ax + A. b en étant le point de coordonnées (Axy,; (a(Axy) + A.b))

F'" n’est donc pas un SEV de R?.
L’ensemble F”telque (a =0 ;b#0) = y=»b
Non-conservation d’'un élément neutre :

L’élément neutre de R? est le vecteur nul Uqui correspond au point de coordonnées (0; 0) et ce point
n’appartient pas au SEV défini pary = bcar0 # b

Non-stabilité de y = b par addition :
SiA(xa;y4) € ¥y =b) ,B(xp;¥5) € (y =b)

Ona:
Yatyp =2b

L’addition de deux points définis par des coordonnées ne reste pas sur la droite y = b mais se situe sur une autre
droite d’équation y = 2b en étant le point de coordonnées ((x4 + xz) ; 2b)

Non-stabilité par multiplication avec un nombre appartenant a I’ensemble des nombres réels R :
SiAlxg;v4) E(y=b),LER

Ona:
Ays = A(b)

La « multiplication d’un point » défini par des coordonnées ne reste pas sur la droite y = b mais se situe sur une
autre droite d’équation y = Ab en étant le point de coordonnées (Ax,; Ab)

F"" n’est donc pas un SEV de R? parce qu’il ne respecte pas au moins une des trois lois.
L’ensemble F”” telque (a =0 ;b=0) = y=0
Conservation d'un élément neutre :

L’élément neutre de R? est le vecteur nul Uqui correspond au point de coordonnées (0; 0) et ce point
appartient a F”” défini pary = 0car 0 # b
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Stabilité de y = 0 par addition :

SiA(xs;¥4) €(y=0) ,B(xg;y5) € (y =0)

Ona:
Yatyp =0

L’addition de deux points définis par des coordonnées reste sur la droite y = 0 en étant le point de coordonnées
((x4 +xp); 0)

Stabilité par multiplication avec un nombre appartenant a I’ensemble des nombres réels R
SiAxs;y) E(y=0),L€R

Ona:
/13’,4:0

La « multiplication d’un point » défini par des coordonnées reste sur la droite y = 0 en étant le point de
coordonnées (Ax,; 0)

F'"""est donc un SEV de R? parce qu’il respecte ces trois lois : : F'""" = F'goy g2
Conclusion générale :

On ne peut pas préciser si F = {F';F";F'"""; F'""'} est un sous-espace vectoriel ou non (donc aussi un espace
vectoriel ou non) si on ne précise pas les valeurs de a et b.

kkk

Appartenance et inclusion
L’inclusion, notée c, distingue le cas ol tous les éléments d'un ensemble font partie d’'un ensemble.

L’appartenance, notée €, distingue le cas ou une partie de tous les éléments d'un ensemble fait partie d’'un
ensemble.

Cependant la différence entre inclusion et appartenance est assez artificielle et n’enleve ni n’apporte rien a
la compréhension de ce qui est correctement vu et écrit, puisque linclusion se définit en terme
d’appartenance et 'appartenance en terme d’inclusion. Soit, pour un ensemble A contenant uniquement des
éléments notés x, et un ensemble B. Alors si A est inclus dans B, on pose que tous les éléments x qui
appartiennent a A appartiennent aussi a B. Et réciproquement, si tous les éléments x qui appartiennenta A
appartiennent aussi a B alors A est inclus dans B. On I'écrit synthétiquement :

(Ac B)e (VxeA=> x €B)

Le symbole V signifie « pour tout » ou « tout » ou encore « quel que soit », qu’on doit comprendre ici comme
tout élément appartenant a A implique que cet élément appartient aussi a B. On remarque que le symbole
de l'inclusion permet de simplifier la notation de ce qu’on pense. De méme on a :

(A¢B)o (AxeA=> x ¢€B)

Le symbole 3 signifie « il existe au moins » qu’on doit comprendre ici comme il existe au moins un élément
appartenant a A qui implique que cet élément n’appartient pas a B.

On liste un ensemble { ¥ }m = {v7; ¥;; ...; Uy} qui est une famille de m vecteurs quelconques, un vecteur v/
est dit appartenir a 1’espace de cette famille de vecteur si il est combinaison linéaire de tout ou partie des vecteurs
de {7, Jm . Ses coordonnées sont portées par des ensembles de vecteurs libres entre eux pris dans { 7, }m.
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Si un vecteur v'appartient a un sous-espace vectoriel Vect{ v, }p de dimension p, il appartient ou n’appartient pas
a tous les espaces vectoriels Vect{W]}(p + k), selon que toutes les dimensions qui le définissent et qui sont
matérialisées par un jeu de vecteurs libres entre eux dans { 7 }p sont conservées ou non dans Vect{ w; }(p + k).

{e,In={e]; ey; ...; e,} estune base de I'espace vectoriel formé de n vecteurs libres entre eux. Son espace
vectoriel est vect{ e, Jn=R" (on voit qu’on note ici sa dimension avec la méme notation que pour les sous-
espaces vectoriels).

{7 Jm ={V]; V3, ...; U} est une famille de m vecteurs quelconques de R™. Chacun de ses sous-espaces
vectoriels est de la dimension des m' < n vecteurs libres entre eux dans cette famille de m vecteurs
quelconques :

vect{ v, }m=Rm'5n

On en donne la démonstration ci-dessous. Tout d’abord, donnons une notation synthétique pour écrire ce
que l'on pense :

Chaque vecteur F]’ est combinaison linéaire des vecteurs de { e, }n. Lensemble des coordonnées de m
vecteurs dans I'espace de dimension n est noté { v, jm|n :

vm(vm|1.61 + Upm2-€2 + Upyz-€3 + 0+ Uy € n) ;
)

V3(v31.€1 + V3pp.85 + Vgj3.83 + -+ + V3. € 1) ;
{5 ymin = 4 3(V3)1-€1 + V312.€7 + V3p3.83 + -+ Vg€ ) 5 \ = (v, Tg;..; U} dans R™

UZ(U2|1.61 + 172'2.62 + v2|3.e3 + -+ Uzln.e Tl) ;

— — — — —
171(171|1.el + 171|2.ez + v1|3.33 + -+ v1|n.e Tl) ;

J
Avec

1<j<m;1<i<n

Ainsi on peut écrire un vecteur v’ combinaison linéaire des v, € Vect{ v/ }m avec un ensemble de m nombres
réels quelconques { o }m ={c;; cy; ...; ¢} en faisant apparaitre les vecteurs de base :

v = Cl' (v1|1.61 + Ullz.ez + v1|3.e3 + cee + v1|n.e Tl) + Cz. (v2|1.81 + 7.72'2.62 + 7.72'3.@3 + b + Uzln.e Tl)
+ -+ cm.(vm“.el t Umz-€2 + Upy3-€3 + -t Upyp. € n)

v = (Cl.v1|1 + Cz.vzll + e+ Cm.vm|1).€1+(cl.vl|2 + C2.U2|2 + -+ Cm.vmlz). 62
+ e+ (Cl.vlln + Cz.vzln + -+ Cm.vmln).en
Ce qui revient a écrire avec un ensemble de n nombres réels quelconques { d; }n ={d;; dy;..; dp}:
vV =dye +dye,+ -+ dye,

L’ensemble de tous les vecteurs ¥ contenus dans Vect{ v }m ne peut donc pas contenir un vecteur sortant
de I'espace vectoriel de dimension n. Vect{ vy }m est donc inclus dans { e, }n, ce qui s’écrit (avec le symbole
de I'inclusion comprenant le cas d’égalité) :

vect{ v/ Jm c vect{ e In
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Selon les valeurs des d;, ¥ peut se situer dans n'importe quelle position dans R™ :
v € vect{?j}m =R™ = v, € vect{e Jn = R"

La réciproque n’est pas toujours vraie. On a simplement dit que si un vecteur appartient a un sous-espace
vectoriel, il appartient aussi a tous les espaces de dimensions supérieures ou égales, car ses coordonnées
dans les dimensions supérieures sont nulles. On ne peut préciser v, dans un lieu géométrique de R™ qu’en
posant des contraintes numériques sur les v (par des coordonnées) et/ou sur les valeurs des c;.

Exemple

v € vect{V,; v3} = R? ¢ R3; donc 7" € R?, I'espace R3 étant matérialisé par 3 vecteurs libres entre eux
dans la figure ci-dessus.

Note : w;, € vect{v;; v, ; V3} = R® ¢ R?; donc w, € R? ou W, & R?, [’espace R? étant matérialisé par 2
vecteurs libres entre eux dans la figure ci-dessus.

Selon un choix de coordonnées on peut avoir w, € vect{w,; w3} = R? maisw, & vect{vy; v3} = R?2. Ceci parce
que vect{w,; w3} n’est pas un sous-espace vectoriel de vect{vy; v}, et inversement vect{v,; v3} n’est pas un
sous-espace vectoriel de vect{wy; w3} (géométriquement, ce sont des plans sécants dans R3. La résolution du
paradoxe consiste a remarquer qu’on a eu tort de nommer « [’espace R? », car il peut y en avoir plusieurs. Si un
espace vectoriel n’est pas le sous-espace d’un autre ensemble de vecteurs, ils forment deux espaces distincts,
éventuellement de méme dimension.

kkk

On peut donner des formules de changement de base pour tout vecteur d’'un sous-espace vectoriel d'un
espace vectoriel représenté par un repére cartésien.

Exemple

Soit le sous-espace vectoriel de R5%° constitué de vect{v_J’}6 = vect{V;; V,;Vs; V11, Vg; V1¢}- Tel que
vect{ v }6 = RZ. Ces vecteurs sont donc tous dans un plan.



Le Polymixte Envotiteur 345

Notons 7, un vecteur qui est combinaison linéaire des vecteurs de { v }6, donc v, € R? est lui aussi dans le
méme plan, et il est identifié par exactement 2 coordonnées cartésiennes dans un repere cartésien construit
sur chaque famille libre de dimension 2 dans vect{ v/ }6.

o,

On voit sur la figure ci-dessus que Vg et 7; sont liés. Il y a donc 4+3+3+2+1=13 bases de R? pour donner
des coordonnées a v, quand celui occupe n'importe position dans le repére du plan. De méme il y a 6 bases
de R! dans des sous-espaces vectoriel de {7;}6 pour donner des coordonnées a v; quand celui occupe
n'importe position dans les repéres des droites portées par vy ; U, ; Vs ; V11 ; Vg ; V16, Mais ces bases ne sont
pas intéressantes car elles ne permettent pas d’identifier v;” dans tout I’espace du plan.

On peut en projetant par la méthode des projections de droites paralléles donner des coordonnées a v,

Y

Dans les 13 bases de R?, mais on peut aussi déduire ses coordonnées dans une base a partir de ses
coordonnées dans une ou plusieurs autres bases. On utilise alors une composition des écritures :

—_— _ ol —_
V7 = VUp1.V1 +V72. 02
{v{;v7}

— — — —
= v7|1. (vllg.vg + 171|5.175 ) + v7|2. (vzlg.vg + U2|5.U5 )
— —_—
= (V)2 Va5 + V7)1 V1)5)- Us+(V712- V2j8 + V711.Vajs ). Vs

= _177_’
{75 ;vg}

kkk

Produit vectoriel dans R" et ses confinements dans les sous-espaces vectoriels

Le produit vectoriel n’est pas construit par une combinaison linéaire de vecteurs. Il est défini de maniere
Ad-hoc comme un vecteur v; A v, orthogonal a tous les plans dans lesquels peuvent se translater les
vecteurs en produits v; et v, . Il appartient donc A un espace vectoriel engendré par un vecteur p tel que
TIAT, = C.7
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U, AV, Evect{p}={c.p}=R!
Mais aussi, si on décompose p dans R" etsi{e;; e, ;...; e, } estune base de R" :
p=di.e +dy.e;+-+d,e,

Alors :
v AV, Evect{e]; e;;..; e, } = {Cdl.e_l’ +Cd2.e_2)+---+cdn.e_n’} =R"

Cette double appartenance n’est pas contradictoire, elle signifie la possibilité de localiser le produit vectoriel
dans des familles de vecteurs différentes.

p représente un confinement du produit vectoriel a une sous-famille de la famille libre engendrant R™.

Il n‘est donc pas utile d'utiliser le fait que vy AV, €R! si vjet v, appartiennent chacun a
vect{e;; e5;..; e, } = R™

De maniére générale, on considére que si v; A v, peut occuper toutes les situations spatiales dans un espace
de dimension , alors les vecteurs v;et v, appartiennent chacun a vect{e;; e;;..; e, } =R" et
réciproquement :

{(v1;v,} ER" Vv AV, ER"

Mais si v; et v, sont eux-mémes confinés dans des sous-espaces vectoriels de R", et selon la configuration

spatiale de {e; ; e5 ; ...; €, } définie comme base de R", on peut alors observer que le produit vectoriel peut
étre confiné a une sous-famille de {e; ; e; ; ...; e, } (qui est nécessairement elle aussi une base).

Pour préciser son confinement, on cherche quelles sont ses coordonnées qui sont toujours nulles dans un
repére de R™. Avec { e, }n’ une sous-famille de { e, }n :

(1 AVy) confle In’ & (viv,) ie{einy =0
On se place alors ipso facto dans un repere cartésien puisque 'on utilise des coordonnées.

Note : utiliser la notation (v1v,) (i ¢ (e;}n) = O est une fagon intelligente de ne pas nommer les vecteurs { e, }n’
qui sont impossible a discriminer dans le cas général dans { e, }n.

Par exemple :

(i {en ={e; e;; es7}) et (0 AV;) conf{e In' & (viv;) [i#£{10;7;37} = 0)

Exemple

On donne ci-dessous le développement générique de v; A v, dansn = 3:

— — — — —. — — —
v N vy _): R (V1|1.91 +v1|2.ez +v1|3.€3)/\ (v2|1.61 +v2|2.€2 +v2|3.€3
v17#0 et v;#0
(o137 )eR?

= (171|1.‘U2|2 —V12- V21 ) eiN\ey +(U1|1.U2|3 — V13- V211 ) .eqNeg

—_ —_
+ (v1|2.v2|3 —v1|3.v2|2).ez/\e3
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e;Ne;, , e, Nes,e; Nes, sont des vecteurs dont les coordonnées sont déterminées dans R® selon la
7 7 . N _ — —
géométrie du repere {O; e ; e;; e3}.

e; Ne; = (e1ey))1.€1 + (e1€3) 2. €; +(eqez) 3. €3
— — — — —
e; Nez = (eje3))1-e1 + (e1e3) 2. €; +(e1e3) 3.3
— — — — —

2 Ne3 = (eze3)|1-e1 + (eze3))2-€; +(eze3) 3. €3

On peut reformuler v; A v, avec des variables dy; d,; d; fonctions des variables v;; et des constantes

(epep’)|i:

D7#0 et T;#0
(v17; )ER?

On écrit 'appartenance a R3 :

U, AV, Evect{e;; e;; e3} =R3

Qui n’est rien d’autre qu’un confinement a R3 si {e; ; €, ; e } est une famille libre :
— — —_— = —
(v{ Av3) conflel; e;; es} = R?

Note : On rappelle que v; A v, est défini nul dans le cas précis d’une colinéarité des vecteurs en produit pour
= 2, et que si ces vecteurs sont non colinéaires v; A v, n’est pas défini pour n = 2, et que v; A U, n’est pas
défini pour n < 1.

Mais on peut préciser des lieux géométriques si on confine les vecteurs en produit :

vy conf{e;} & v (v #0et vy, =0etvy3 =0)

v, conf{er; es} & vy (v # 0 et vy3 # 0 et vy = 0)

On a alors, {v;; v, }conf{ ey ; e3}, dou:

Ui AUy = 171|1-772|3-e_1)/\e_3> = V1)1-V2)3- (9193)|1-a+ U1|1-U2|3-(e1e3)|2-9—2) V1)1 V23 (3133)|3-€—3)
vy conf{eq}
v; conf{ey; e3}
{@192}0
{v1v2)conf{es; ez}

Et sion a défini de plus que e, est orthogonal au plan contenant e; et e :

vIAT, = 171|1-172|3-‘3_1>/\e_3>= v1|1.vz|3.(ele3)|2.e_2’+ 0.e; +0.e3
e;1(0seq ;e3)
vy conf{er}
v; conf{ey; e3}
@1v7}%0
{1 vz}conf{er; e3}

Sous ces conditions, {v;; v, }conf{e; ; e3} etv; A v, conf{e; }

*kxk
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Note : On rappelle que v; A v, est défini nul dans le cas précis d’une colinéarité des vecteurs en produit pour
= 2, et que si ces vecteurs sont non colinéaires v; A v, n’est pas défini pour n = 2,et que v; A U, n’est pas
défini pour n < 1.
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TRACES DE VECUS
2020 22022

Note , ce 12/02/2022 : ouf ! fini ! pour ce genre d’écriture a courbure infinie, tu as carte blanche...

)k k

Si les mathématiques sont le langage de la physique, la physique est le regard des mathématiques car c’est bien la
réealité physique qui contient le développement de I’écriture mathématique.

kksk

Conclure qu’on n’arrive pas a montrer ce qu’on cherche est aussi un acte d’intelligence. C’est alors qu’on
découvre autre chose.

k3kk

La lecture d’une démonstration est incompréhensible autant que peut ’étre la lecture d’une langue dont on ne
comprend pas les mots, mais il s’agit de recopier en la précisant de [’écriture. La précision de [’acte est garante
de la compréhension. De la méme fagon, on peut généraliser le fait d’avoir faim en développant un langage que
seuls ceux qui en comprennent les mots pourront live, mais tous ceux qui savent ce qu’est la faim pourront
["apprendre.

kK k

Méme si [’on tend vers la perfection de la vie, on aurait tort de rejeter tout ce qui n’est pas parfait, car en faisant
ainsi il n’y aurait ni ailleurs ni au-dela dont on puisse esperer I’écoute ou la présence, puisque nous aurions rejeté
tout ce qui est en dessous de nous.

skesksk

L’esprit fonctionne correctement avec une perception organique de sa propre dignité, et avec d’autres choses
indéfinissables ou contingentes, comme [’effort, ['envie, le savoir et l’ignorance. Ses sordides souffrances le
poussent malgré lui, alors méme qu’il ne se voit pas, vers ses plus hautes aspirations a partager [’existence totale,
en des circonstances qu’il ne maitrise pas. La volonté que [’esprit exerce pour se voir est appelée a ne pas rester
limiter a des projections d’actes dans [’imagination. Elle doit devenir volonté heureuse, opportuniste,
impersonnelle. Nier [’action ou la vouloir compléte n’est pas possible. L’action et [’esprit sont mélés comme la
vision et la chose vue, la netteté et [’ampleur sont leurs devenirs.

skesksk

La beauté est une briilure au ceeur de ceux qui en sont priveés, et ¢’est un sauvage qui surgit dans la quéte du beau.

skesksk

Je me suis mis a croire sans m’en apercevoir. Je me suis mis a croire que le vecteur produit vectoriel appartenait
a un espace de dimension supérieur a l’espace contenant les vecteurs en produit. Comment c’est venu ? Je ne sais
plus. Comment c’est parti : je ne pouvais plus avancer dans ma pensée sans me contredire. S’il me plait de faire
briller des dimensions supplémentaires, je le ferai, mais pas dans un déni de la réalité.

sksksk

. et puis si! Le vecteur produit vectoriel appartient bien a un espace de dimension (n) supérieur a l’espace
contenant les vecteurs en produit, mais seulement s’il a plus de coordonnées cartésiennes non nulles que chacun
des vecteurs en produit. Dans le cas général les vecteurs en produit peuvent appartenir a tous les espaces de
dimensions compris entre 0 et (n), a condition qu’on les pense comme définis dans un espace de dimension (n) ou
l’on a assez de dimension pour définir un produit vectoriel. J étais donc pris, quand je me suis mis a croire sans
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m’en apercevoir, par une affirmation du langage que je me pronongais et qui me forgait a voir la propriété d’un
cas particulier comme une régle générale. Et cela créait un faux probleme, un épuisement a y trouver une
impossible solution, que non pas la négation d’une part de vérité mais la flexibilité de pensée d’un nouveau coup
d’ @il embrassant un ensemble conceptuel plus vaste pouvaient résoudre avec le goiit de la liberté. La croyance
n’était donc pas si dure et aveugle, mais une sorte de localisation persistante... au moins je me représente
maintenant clairement qu 'un vecteur est un objet de dimension 1 qui occupe au plus tous les lieux selon toutes ses
« inclinaisons » possibles par rapport aux n axes d’un repére quelconque de [’espace a (n) dimension. C’est
certainement une autre localisation persistante, mais je ne vois pas venir un_faux probleme a I’horizon.

skesksk

Une chose pour sauver la croyance : comme répétition elle est un germe, une latence. Mais la répétition de plus
en plus précise de la chose vue est la déecouverte du réel, chose vue et vision finissant par se confondre.

skesksk

Je sens que c’est la, pas loin. J’en ai envie, c’est ['aube, c’est le moment ou les idées viennent me cueillir dans mon
lit. J’écris pour ne pas oublier et pour faire briller la foi sans objet. Je ne sais pas comment je vais penser ces
choses, mais je m’y consacre audacieusement. Je ne peux pas apprendre ce qui a été fait par d’autres s’il me
mangque cette envie vierge de tout contact, ma création. C’est un refuge, un éclat de temps comme un miroir ou se
voir et survivre dans le goQt de soi, puis continuer.

kokok

Hier, 23/04/21 , je poste sur le WhatsApp du club de plongeon « Qu’on éloigne de moi les mauvais gestes ! Quand
cette activité reprend-elle, Patrick ? » Mes camarades de club connaissent ma fagon de m’exprimer. Mon mot est
de haute tenue spirituelle, je le partage avec eux ainsi que mon humanité et c’est bien. Le mauvais geste est pour
moi la tentation de sauter d’'un mur de 3 métres de haut sur de la terre. Je sais que ¢a me fera mal et je ne vois pas
pour quelle raison le faire. J'ai peur de m’avouer que ce n’est que de la peur, je déteste reculer quand je veux
embrasser ce monde. Alors je reste dans ma misére en attendant, aveuglé, une bonne occasion d’amour ou de
violence. Vers midi je regarde avec mon fils [’envol des astronautes vers I’ISS a bord d 'une Crew Dragon de Space
X Je lui dis que ce sont des gens comme lui et moi qui réalise cela. L’aprés-midi je travaille a paris, je suis avec
mon ami Stepan et vers 14h30 je me plante une lame de cutter dans le bras, me coupant une veine. Le sang, la
pharmacie, un vertige, un pansement. Puis la force et la fierté de terminer le chantier. J apprends aujourd hui que
dans le méme temps une policiére était assassinée au couteau a Rambouillet, prés de chez moi. J aimerai dire que
je n’y comprends rien, que je suis innocent, mais c¢’est faux, car je connais des images terribles qui habillent mon
imagination, ce sont les notres. J écris ces lignes, je veux les enregistrer, le logiciel me plante et je perds ce que je
viens d’écrire. Alors je recommence. Le logiciel me plantera deux fois, jusqu’a, sans doute, que je parle sans trop
mentir dans cette anecdote de ce mystere profond de grandeur et de petitesse qu’on appelle [’existence.

*kxk

En conduisant ma camionnette tout a [’heure, en fin d’aprés-midi pour revenir d’un chantier a Courbevoie jusqu’a
chez moi, je pensais avec joie (a tort a ce moment, mais a raison au moment ou j'écris quelques heures apres,
comme quoi ['enthousiasme est précurseur) avoir trouvé la méthode pour calculer mes conversions de coordonnées
ainsi qu’identifier des objectifs d’ordonnancement de mes pensées. J étais trés absorbé en conduisant et quand
J’ai repris conscience, je me suis retrouvé en train de ralentir devant le péage de la Al14, que je n’aurai pas dii
prendre, ce qui m’aura couté 17,50 €. Mais je ne regrette rien !

*kxk

Une chose que je ne suis pas le premier a avoir remarquée, est de voir la capacité de comprendre se dépasser elle-
méme, qu’elle naisse et se motive de notions plus ou moins fausses et de volontés plus ou moins éclairées. Je veux
voir [’acte trouver sa verité sans trop de préméditation, car il me semble devoir accepter que la projection mentale
dans le futur trouble ['immédiate et claire vision de soi. Elle ne peut étre pour moi que la conséquence multiforme
d’un regard intérieur dans le vide, dans l’ailleurs, un transcendant transparent. Les histoires inventées ne me font
plus réver. Goiit amer ou tendre, ceeur de soi, but secret que la volonté brisée recherche avec plus d’ardeur que la
volonté unie. Imploration. Gravité. Il est possible d’avoir la sensation de ce qu’on est vraiment par [’acte
s’ accomplissant comme on le veut, ou non fait comme on ne le veut pas. C’est cela qui se cherche, tombe et berceau
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de laction. Vraiment, ¢ est notre regard dans la statue de la déesse faite de nos mains, hier, aujourd’hui, demain,
partout.

)3k k

O nuit, nuit belle, je ne sais pas quoi de moi tu éveilleras. Je sais comment je me couche, mais pas comment je
m’eéveille, et les matins ou tu verses derriere mes yeux les claires visions que je n’avais pas pu imaginer la veille
sont les beautés dont tu enfantes le retour sans fin des aubes. Méme si je m’illusionne et que ce n’est encore qu une
petite vérité, j 'avance.

skesksk

J’ai changé l'indice i par 'indice q a l’intérieur de la sommation dans cette écriture, pour pouvoir l’écrire sans
confusion. C’est le genre de décision que j’aurai aimé pouvoir prendre plus rapidement. Les symboles sont
interchangeables s’ils conservent leurs sens, [’essentiel étant que le développé de [’écriture corresponde a ce qu’on
modélise. Si les symboles ne sont pas interchangeables, ils perdent leurs significations, ou plutot leurs significations
sont la réalité de l’esprit qui perd ou n’a pas sa liberté et cherche a se convaincre par des complications. Cependant
la verité est qu’un tel esprit cherche un chemin d’évolution par l’expérience d’exister dans [’évolution de la
personne. Demain ou ailleurs I’esprit est aussi celui qui gagne ou posséde sa liberté. S’il est les deux en méme
temps et partout, alors ce que nous nommons esprit en pensant a ce que nous sommes n’est que [’'ombre du sens
réel de nos existences.

skesksk

Quand je lirai ce texte depuis une autre existence, cela me fera gagner le temps qui manquait. Si je trace une lettre
avec une vision dans mes yeux, tu auras ma vision en voyant la lettre. Et ce sera autant ta vision que la mienne. Tu
trouveras alors les courts chemins cachés dans la matrice des choses. Comme tu retrouves ma vision en voyant la
lettre, tu sauras aller jusqu’aux plus inaccessibles étoiles sans étre limité par ce mouvement superficiel qui forme
lactuelle platitude de nos géométries, de nos peurs, de nos amours et de nos horizons. Je ne considere plus la
peine comme une erreur, ni l’erreur comme une peine, parce que je me les suis données dans chaque ligne, dans
chaque effort. J’ai vu comme platitudes mes sommets éclatants, que j ai reconstruits encore et encore. Alors je sais
a quoi m’attendre, je sais comment la vérité s habille. Elle est la vision claire et nette d’un paysage fait esprit et
d’un esprit fait paysage. Tout ce qui est contingent doit rétrécir dans [’infime détail. J'ai vu en détournant le
regard : 'infime détail était demain, la matrice négative de tout ce qui ne se termine jamais.

ok

Je me souviens... 'appellation sens direct et positif lue dans les manuels... Elle n’est valable que pour un coté du
plan, mais je ne ’avais pas lu ou pas retenu, et ce n’est pas possible de comprendre la géométrie dans ’espace si
on s’en sert comme d’une régle. Mais je I’avais compris comme une régle, et j'avais passé des jours et des jours a
ne pas pouvoir m’expliquer ce que je voyais. J avais été pris au piege du défaut humain. Celui de décréter ou
d’obéir a des absolus dans une vision limitée, alors que la logique est tout illimitée et entierement relative. C’est
vrai, la croyance facilite une compréhension limitée mais c’est au détriment d’une compréhension plus profonde,
dans le vidage de [’esprit. Certains le vide dans la matiére, moi je m’adresse a un principe extérieur transcendant.
C’est égal, dans tous les cas, on crée ou on se consume.

sksksk

Le moteur de cette déconstruction est quelque chose d’intérieur. Cette chose est rarement avouée, parce qu ’elle est
toutes nos frustrations dans la déconstruction. Mais si on y fait attention, on peut en ressentir la présence comme
un étau, une angoisse, et s ’‘avouer qu’elle est aussi toutes nos libertés dans la vision. Si la vision vient de |’extérieur

et pas de soi, on aime.
s,k

Je ne dénigre pas le langage, car j’en tire une joie poétique qui n’est pas pour rien dans la motivation logique.
Quand j’étais jeune je me méfiais de la logique et je la considérais comme un handicap de [’esprit. J’ai toujours
peur des mathématiques, un manque de confiance me poursuit depuis [’enfance. Il y a des esprits qui font plein
d’erreurs tout le temps, et je suis de ceux-la. Je suis donc un bon chercheur et je cherche avec acharnement car
J’ai un réservoir immense de difficultés a comprendre a rendre puissantes.
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sksksk

L’effort spirituel est un effort de libération, celle d’un attachement a se conformer a du connu inévitable parce
qu’organique, dont on se libere apres I’avoir reconnu. Si la libération n’est jamais réussie, il n’y a d’issues pour
[esprit que comme une dépersonnalisation. Par exemple celle de faire du psittacisme ou la facilité de se persuader
de n’importe quel absolu et de le faire passer pour vrai aux yeux des autres. Un mental en mange un autre en le

forcant a penser comme lui.
)3k k

Ne pas penser, seulement discerner les étres mentaux qui viennent nous penser. Poursuivre le libre effort sur soi-
méme qui ouvre la vision au ceeur pour supporter les contacts dans ce monde, en le salissant moins que tous ces
autres qui n’ont que le tort d’étre peu capables. Car ils peuvent étre aussi le pere, la mere, [’enfant, le seul ami, et
ce que nous avons éte.

k3kk

J’ai pourtant perdu des heures a me croire obligé de choisir entre sinus et cosinus, la nuit derniere. Et bien que
mon effort était motivé par la noble envie de comprendre, j étais trompé car la noblesse d’un acte est contextuelle,
Je peux le dire maintenant. J ai donc bien mérité de finir « sur les genoux », ce soir-la, a tout réécrire péniblement
par des sinus, victime d’une ignorance et d’'un questionnement qui n’appartenait qu’a moi. J avais dii faire trop
d’actes contraints, donc peu spirituels (sentiments compris), dans la journée, et je [’ai retrouvé le soir dans ces
mathématiques. J'ai retrouvé la forme transposée et inconsciente de la méme contrainte qui m’avait possédé le
matin, m’empéchant le soir d’accomplir mon libre arbitre, d’intervenir dans mon raisonnement, de jouir d’idées,
d’étre mon « Fiat Lux ». J ai donc effacé une bonne partie de ce qui fut écrit cette nuit-la, il y a maintenant plusieurs
semaines. Ce n’était pas faux, mais je vois maintenant que c ’était grossier. C’était mon esprit qui cherchait a voir
trop de choses non vues. *

k3kk

C’est cela qu’il faut comprendre pour pouvoir donner un sens a une représentation plus abstraite et il y a un moyen
pratique qui nous dispense de faire appel a umne quelconque mémoire. Nous pouvons reconstruire les
commencements par les schémas qui sont inscrits dans notre esprit, et qui dépendent de notre perception équilibrée
des sensations physiques ¢ est-a-dire un certain nombre de premiers éléments de justesse éléementaires relatifs. Ils
sont relativement justes, pas absolument justes, mais juste quand méme. C’est cette justesse qui, comme une
progression qui s effectue sans perdre le contact avec [’origine, selon une ligne propre a son espéce, finit par
communier avec d autres lignées extraterrestres dans le vaste univers. Ainsi les mathématiques exigent une culture
importante pour étre intelligibles. Tout comme une langue, ses premiers mots, ses éléments (aussi appelés
« axiomes ») sont trés intelligibles, mais deviennent ensuite hermétiques et parfois effrayants et repoussants par le
Jeu des « tautologies transformées ». Déja la, il se peut que je nous donne moins envie de comprendre avec cette
expression obscure que je viens d’écrire, et qui vient d’une sorte de « pitch » intérieur, création instantanée dans
les schémas de mon esprit, création qui demande a étre enviée, désirée, rejointe, mesurée, mais qui ne le sera pas
forcement. On peut demander « a manger » sans risque d’étre mal compris avec une expression ou un mot, mais
pour voir la pertinence de la distinction conventionnelle faite entre les degrés d’angles et les radians par exemple,
il faut connaitre des processus expérimentaux plus complexes, se racontant en davantage de mots du langage. 1l
faut en conséquence qu’il existe un consensus pour les résumer en un mot mathématique. Si ce consensus manque,
si la culture est éclatée en divers pole ou si elle est absente, on peut tout reconstruire, on a vu pourquoi, mais dans
les échelles de temps des civilisations c¢’est long. A part ¢a, le langage mathématique me semble garantir la
mémoire des expériences mieux que la mémoire des mots des langues parlées. Autre chose sur la profondeur des
schémas innés et le fait d’évolution : méme en état d’ignorance sur [’étre percu, on peut percevoir une sorte de
« gotit » (je cultive ces perceptions exotiques immédiates). C’est peut-étre le partage avec d’autres étres, comme Si
un bref'instant on se superposait a leur esprit, pour gotiter la perception de leurs sensations selon leurs esprits, qui
sont communes pour eux et ne leurs apparaissent pas, mais nouvelles et typiques pour nous, et qui font qu’on les
remarque, qu’on en ressent le gotit. On peut souhaiter un tel gotit avant tout pour soi-méme, pour décrypter les

mysteres de nos volontés et étre davantage qu’'un papillon de nuit allant briiler dans le feu de la lumiere.
kkk

Pour nous qui voyons par des contrastes, ce qui est vraiment spirituel, c’est de supporter le contact avec un étre
qui n’a rien a nous donner sans devenir lui. Par une telle preuve on ne sait pas ce qu’on fait, on peut dire une
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chose et montrer son contraire. Ce qui se produit est paradoxal. Ce n’est pas nécessairement une réponse logique
satisfaisante, mais en rien ce n’est une erreur.

)3k k

J’avais une fausse notion dans l’esprit, je pense qu’elle venait de tres loin, de mes années scolaires. Je croyais que
le produit vectoriel dépendait d’un angle tournant pour créer une base orienté. Encore aujourd’hui je vois [’enfant
que j’étais qui s inventait des notions a lui. Ainsi, pendant une bonne semaine, je cherchais inconsciemment a
orienter ce vecteur par rapport a lui-méme, ce qui s est traduit par des faux problemes sur les angles orientés et
les symétries. Je croyais que la forme géométrique du produit vectoriel était aussi une forme analytique. Je me
suis épuisé avant de me documenter a nouveau sur les notions de base. Je me suis vraiment épuisé ces derniers
temps, completement bloqué, a faire et défaire ce que j écrivais, a m’arracher les cheveux. Et je n’ai senti aucune
aide, aucune intuition, venant de cet ailleurs spirituel dont je parle souvent. J étais seul, jamais je ne me suis senti
aussi seul, écceuré de mon verbiage et de mes volontés pathétiques. Mais des le lendemain, je trouvais alors tout
ce que je cherchais, et méme si je m’illusionnais encore, j ‘avangais encore avec une nouvelle énergie dans une voie
ouverte.

skesksk

Car en effet il s’agit essentiellement de vision, et de rien d’autre. On a tort de parler trop simplement de facilité ou
de difficulté a comprendre des raisonnements en mathématiques, comme si « raisonner » était la clef de tout. Je
pense que « raisonner n’est pas premier ». Je vois et je ressens clairement que ce qui entre dans [’esprit est premier
et spirituel, et que « raisonner », dans ce cas, n’est qu 'une conséquence.

skesksk

Le peintre peut dessiner le mot « oui » d’une si belle fagon que son effet dans la vision contiendra le sens de la
verité logique dans un ensemble plus vaste. C’est la méme chose en tout art, et le langage mathématique n’est
difficile que comme une vision qu’on n’a pas encore eue et qu’on n’aura peut-étre jamais si on ne la cherche que
chez les hommes qui ne cherchent rien au ciel. 1l ne restera alors que la vision d’un raisonnement qu’on n’arrive
pas a comprendre écrite dans une phrase sombre et pleine comme notre mémoire blessée.

skokok

La solitude : chercher ce Dieu drapé dans son manteau silencieux. Le rejoindre dans [’affolant vertige de la vision
d’une larme infinie. Vouloir I’aider dans son unique solitude. La grandeur : savoir discerner ce qui descend du
transcendant de ce qu’on extrait de soi. La preuve de nos actes dédiés a [’existence totale se distingue de la preuve
de quelque chose qui n’est pris qu’en nous seul. La tromperie : s’ emparer d une belle chose ou d’une belle idée
pour la singer et ’abimer.

skesksk

Je me suis éveillé tot ce matin-la, la téte pleine des idées que je viens d’écrire. J avais une vision tres belle que j’ai
abimée, puis je [’ai retrouvée, et perdue encore. Parfois c est le miroir immobile et gris de ma mémoire, parfois un

fleuve passe. La recherche du bonheur n’apporte que du malheur, si on croit que le bonheur seul devrait exister.
s,k

Le vecteur produit vectoriel reste a sa place dans [’espace euclidien, quelle que soit I’orientation du repére 3D
dans lequel on lui donne sa forme géométrique. Cela peut paraitre évident, mais c’est le genre de question qu’on
se pose au début. Au fond, ce qui fait alors douter, c’est la question « peut-il en étre autrement ?» et elle nous
désoriente toujours dans le jeu des choix et des apparences.

*kxk

Un bon exemple de [ 'usage de la liberte : la liberté en mathématiques de définir et de redéfinir un modeéle est totale,
quand elle n’est pas contrainte par les affirmations péremptoires du langage verbal.

*kxk

Les verifications numériques sont les seules aides que nous avons pour débusquer les erreurs. Etj’y passe un temps
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fou ! Etj’en corrige beaucoup. Et pourtant si je disais seulement qu’il faut toujours corriger ses erreurs, je ne dirai
qu’une banalité. 1l faut aussi savoir ne pas les corriger. Comment ? En n’appliquant pas [’esprit a un seul objet
d’étude, d’examen ou d’action. Pourquoi ? Parce que toujours corriger des erreurs par des vérifications ne permet
pas d’avoir confiance en soi, et que c¢’est aussi une erreur spirituelle plus grave que toutes les autres car on a alors

encore moins confiance dans le principe externe et transcendant qui fait évoluer [’étre.
skskosk

En chaque étre (au sens large de tout ce qui nous contacte), on peut et on doit rechercher de le voir tel qu’il est
aussi précisément que possible, pour se [’approprier et le formuler, afin de le maitriser pour garantir notre
intégrité. Mais il faut savoir regarder ailleurs. Le logiciel utilise, je le suppose, quelque chose comme une matrice
de position des objets dans un repere, et ensuite il utilise des régles mathématiques pour en extraire des figures et
des mesures. De la méme fagon je mesurerai un angle avec un rapporteur sur une figure. La machine n’a pas
besoin de créer la formule qui donne cet angle pour le mesurer. Elle a besoin d’une formule qui est [’équivalent de
mon rapporteur, et elle mesure dans sa matrice de position. Sa grande force est de rendre les mesures
interdépendantes et cohérentes. L’esprit qui contient la vie et la matiere peut créer la formule qui donne [’angle,

et la volonté de la créer.
*okk

Le sentiment d’étre quelqu ’un de tout a fait sérieux a tout dge de la vie, est un sentiment partagé par beaucoup de
personnes. On a ce contact qui nous fixe quelque part et qui donne une saveur particuliere cachée dans les
apparences. La saveur de ce goiit est [’écart entre nos apparences et la position dans la matrice du réel. La saveur
est lindividualité, qu’on la nomme ame, existence ou corps. Et [’ame humaine est plutét sérieuse et souvent triste
car rarement elle se percoit elle-méme.

k3kk

L’apparence est un concept englobant celui d’apparence visuelle identique. On le voit bien quand on essaye de se
representer une vitesse par exemple. Il est impossible de la caractériser autrement que par des propriétés.
L’apparence est donc équivalente aux propriétés de [’étre, et la formule mathématique décrit précisément les
propriétés de l’étre. Une apparence partielle mais nette comme un petit acte plein de sens sont capables de remplir

tout [’étre de bonheur.
kkk

Mes premiers résultats numériques étaient faux. J'ai peiné pour chercher l’erreur, et cela m’a obligé a tout revoir,
a corriger des fautes dans tout le texte. Ensuite je me suis apercu, apres deux ou quatre heures d efforts, que j avais
donné une valeur numérique a la variable 0 qui ne correspondait pas aux valeurs numeériques des coordonnées de
mes nouveaux vecteurs. Je croyais alors m’en tirer a bon compte, pour une grosse faute d’étourderie. Mais les
résultats numériques étaient encore faux. Alors j’ai encore beaucoup cherché pourquoi, et j’ai corrigé une erreur
conceptuelle majeure qui m’aura force a réécrirve la formule du produit vectoriel dans une base quelconque. Ce
sont des corrections d’erreurs inlassables et nombreuses qui soulévent des questions inlassables et nombreuses. Et
je me souviens que quand je les avais écrites faussement, j avais eu le sentiment de ne pas les voir clairement, mais
que ¢a devrait marcher comme ¢a. Mais ce Dieu qui se refait en chaque point dans la finitude de toutes les pierres,

les bétes et les demi-dieux, ne nous lache pas avant que nous ayons tout vu de ce que nous sommes capables.
s,k

1l y a le contact des personnes différentes qui se décalque sur vous et, trés souvent, vous cloue a toutes les croix de
vos vertus difficiles a conserver face a leurs médiocrités. Voila qui est bien plus exigeant qu une confortable vue
de esprit d’un corps a l’abri. L’épreuve est impossible a décrire et contient ['impensable.

kkk

In fine, toute opération de mesure dans une base est liée a la fagcon dont les outils de mesure ont été constitués. En
effet, les tables trigonométriques mesurant [’angle entre les vecteurs ont été établies dans le cercle trigonométrique
qui définit ipso facto un plan orthonorme.

kksk
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Discerner ce qui est permis de ce qui ne [’est pas pour devenir une plus haute puissance.

kksk

Ce n’était que les quatre pénibles et derniéres heures, car j’avais passé la journée a [’écrire, ce livre, comme les
Jjours précédents. 1l y avait la documentation mathématique consultable sur le net, et je ne savais pas si je devais
passer un temps fou pour la comprendre. C’était trop compliqué, et je ne trouvais rien dans mon sujet. Ces
errements m’ont permis pourtant de corriger d’autres erreurs dans tout ce que j’avais écrit avant. Ils m’ont forcé
a revenir sur mes pas pour préciser mes empreintes. Ce n’est pas nécessairement une faute que de suivre sa propre
pente. Vers une heure du matin, j’étais comme un zombi, a manipuler le logiciel Geogebra. J'ai fait un supérieur
effort pour abandonner cet effort inférieur. Je voulais arriver a ne plus penser a ce probleme, a ne plus chercher
sa solution, incertain de savoir si seulement elle existait, et si elle était accessible avec mon bagage intellectuel.
Ce grand danger de [’effort stérile. Supérieurement je sentais le plafond d’un ciel qui me disait que le but et
["origine sont spirituels. Et que dans le renoncement le ciel m’aiderait. Mais ce n’est pas facile de se prononcer
ces mots-la contre la puissance de la vie en action. J’ai regardé ensuite un film sur internet, ¢ ’était un film érotique.
Les acteurs étaient dans mon gotit charnel, et je n’ai pas besoin de le justifier par des raisons qui me diviseraient.
Je me suis couché pres de mon épouse vers trois heures du matin, luttant pour accomplir le sacrifice de [’esprit et
des sens. J’ai tout jeté sur le biicher du sacrifice, et j’y ai mis le feu avec une allumette d’infini. Quand j offre de
belles ceuvres elles brilent bien. Et des cendres de ces sacrifices il ne ressort pas le néant, mais le phénix du corps
renouvelé capable d’accomplir les actions. Ce que j ai trouvé dans le feu du sacrifice, pour nommer par des vieux
mots ’arcane du réel, ce fut le vide majestueux, en regardant devant et en haut par un mouvement intérieur. Ce
n’était pas le vide d’un zéro. On peut nommer cela sans le défigurer. Ma pensée refaisait surface par moment, et je
voyais une solution de résolution du probléme de vy sous la forme du basculement de la base autour d’un axe. Des
puissances grouillaient dans le regard tourné vers le bas. Pendant encore une bonne heure, j essayais de visualiser
ce qui me semblait prometteur, et que je n’aurai pas trouve sans le sacrifice. Je ne refusais pas cette action, car
elle était le gain du sacrifice. J'ai ensuite trouvé le sommeil de quatre heures a huit ou neuf heures, sur le canapé
du salon. Et tout ce que j écris actuellement, je le tire des paroles que je me suis dites ce matin, précisement avec
la certitude que je les écrirai. Je ne crois pas en avoir oublié. Cela est la conséquence du vide créé qui se remplit
inexorablement dans la manifestation, et c’est mon dme qui vibre en connexion avec ce qu’elle désire tant voir et
montrer. Vers onze heures je me suis mis devant [’ordinateur pour vérifier les idées que j’avais eues. Les valeurs
numériques dans les tests étaient fausses. J étais perplexe. J'y ai encore passé des heures. Comme je ne voyais pas
pourquoi, et que je tdtonnais, j'ai abandonné mon modéle. Et puis je me suis rendu compte que mon logiciel de
géométrie pouvait ne pas étre rigoureusement precis. Alors je suis revenu a mon modéle, et je [’ai testé avec d’autres
valeurs d’angles. Elles différaient a la troisieme décimale, mais semblablement dans les deux tests. Alors je me
suis rendu compte que mon modéle était bon. Surtout, je me suis senti autorisé a écrire cet hommage que je tenais
au chaud en moi depuis ce matin. Je suis encore étonné que mon probleme ait pu avoir une solution... non... je ne
me sens pas tout a fait seul depuis que je suis ne.

kkk

Ce serait bien si je pouvais étre certain de mes capacités renouvelées d’un jour a [’autre, si je pouvais garder cette
confiance précisément quand je me sens incapable. C’est bien ainsi que ¢a se passe dans le sport. Alors d’ou vient
cette difficulté a étre efficace ? C’est le manque de temps, c’est la contrainte, depuis I’enfance, qui m’a enlevé la
confiance. En revanche, j’ai une énergie réciproque a la perte subie. Je ne vais pas continuer a respecter mon
esprit moins que mon corps. Je pense qu’on est ordinairement tellement identifié a notre esprit qu’on ne peut pas
le voir, et encore moins en prendre soin. On le considere comme un outil, alors qu’il est I’ceuvre de chaque vie.

*kxk

Les mathématiques sont des visions claires, nettes et simples, que le défaut humain décrit avec une perfection telle
que la connaissance en obscurcit la vision. Mieux vaut suivre sa loi d action, méme inférieure, plutot qu’imiter par
psittacisme une loi d’action supérieure. Ce que nous appelons raisonnement est le fait de vouloir conformer une
vision a un schema mental en particulier, ce qui nous empéche d’avoir des visions et nous oblige a nous
déconstruire, parfois en nous mettant en danger, puisque cette déconstruction est le plus souvent inconsciente et
débordante dans tous les aspects de la vie.

sksksk

Et cela on le découvre comme une invitation a la mesure de ’humain : le réel est intelligible depuis chaque coté



Le Polymixte Envotiteur 356

par lequel on le saisit dans une vision claire, parce que c’est sa clarté. 1l est vrai qu’ensuite ['imagination brouille
la vision, quand l'imagination n’est pas la clarté du réel. La science, faite de personnalités religieuses, athéistes
ou avec toutes les nuances d’identifications qu’on voudra, me semble quand méme la plus haute spiritualité, ou
bien quelque chose de trés distingué, quand la personne fait passer au second plan ce qu’elle est ou croit étre, avec
ses volontés constructives et destructives, et qu’au premier plan elle s éléve et se préserve dans la contemplation
de cet univers dans lequel elle cherche a voir, a se voir.

skesksk

En l’absence d’une vision géométrique dans le fondement de [’écriture abstraite, [’esprit cherche par tous les
MOYens a retrouver cette vision ou l’écriture précise et la vision claire sont inextricablement liées. Ainsi fait
I’esprit, y compris en s’identifiant a la confusion pour se préciser ensuite.

kokok

Si je suis a I’école et qu’on m’apprend la géométrie dans un repere orthonormé, alors je suis tout le temps distrait
par une question intérieure du genre « et si, et si... et si le repére n’est pas orthonormé ? », et cette question est
["avatar d’une plus grande et plus antique question . « est-ce que c’est possible ? » Dans ce cas je ne comprends
rien parce qu’on ne me montre pas ce que je peux voir.

Kk

La formule générale vient toute seule de la présentation de [’écriture, parce que méme quand c¢’est moi qui pense,
c’est encore Cela qui se duplique pour épouser [’identique. C’est comme des photocopies sur du papier de
n’importe quelle image, toujours la méme image sur toujours la méme feuille, et puis ces feuilles se combinent
entre elles par une foi sans objet et se modéle alors sous nos yeux la forme d’une sphere ou le reflet de tout ce
décor dans mon esprit (un instant baigné de lumiere). Et puis la sphére ou moi-méme sers invariablement de copies
pour d’autres choses. Je peux trés bien m’égarer dans l'imagination avec ce type de discours, mais |’expérience
gue je tente de décrire a un fond puissant de vérité : ce que je cherche vient avec cette foi sans objet identifiable.
Arriver a trouver des formules de changement de repere entre reperes quelconques fut une grande joie, je I’avais
desiré sans savoir comment faire ni méme si ¢ était possible, et la culture existante m’aidat quand je fus en mesure
de la percevoir. J'avance selon ce que je peux. Ce que je cherche n’est pas toujours ce que j 'imagine. On connait
la méthode de Cramer comme quotient de déterminants pour résoudre des équations, il est sans doute plus pertinent
et simple de penser dans un tel repere, mais comme ce n’est qu'un cas particulier du repéere quelconque,
l'ignorance de celui-ci signifie la tristesse et la répétition stérile. Je supposais que le quotient de déterminants
n’était pertinent pour résoudre des équations de combinaisons linéaires dans tout espace que dans des repéres
orthonormés, mais je me trompais. En fait je n’avais pas le courage de développer le produit mixte pour le relier
a un déterminant 3x3, sans avoir vérifié par [ ‘outil informatique s’il y avait un rapport formulable & trouver. Quand
J’ai vu que les solutions des équations étaient les mémes par des divisions de produits mixtes et de déterminants,
je me suis donné la peine de chercher ce rapport. J escomptais alors une formule pour donner certaines mesures
d’objet en dimension supérieures a 3. Ce nétait pas exactement ce que j avais imaginé...

*k*k

Tout émerveillement s accompagne d’une illusion qui peut-étre vite remarquée. Nous laisse-t-elle toujours décus
et découragés ? Mais tout émerveillement n’est-il pas aussi le signe et le moyen ? Quelque chose de possible n’est
pas trés loin, et la joie nous donne la force de nous y ouvrir. Quelque chose de possible dans le dramatique jeu des
désaccords entre la volonté et de I’action, ce dont les créatures ne parlent jamais, qui rencontre leurs vieillesses
et leurs morts. Le manque de charme du trop de conscience, le trop de conscience sans 1’éternité des chances.

skesksk

L’esprit personnel n’est pas responsable de ses visions qui lui viennent de [’activité de ce qu’il contient (son
imagination et celles des autres) et de ce qui le contient (la spiritualité infinie), mais il est responsable de ce qu’il

en fait.
skskosk
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La spiritualité n’est pas la croyance, elle ne peut pas justifier la destruction de [’adversité, elle n’en a pas besoin
car elle la contient. Le mental qui ne trouve aucun acces au partage de l’esprit est un ennemi pour le corps qui le

porte.
skskk

L’existence est tragique. Seul I’amour de soi recu d’en haut la rend belle. Si on a fait un mauvais geste humain par
cet amour transcendant, on n’a plus besoin de répéter ce geste. On s’en souvient si on le mérite.

kokok

J’ai vu mille jeunesses dans la lumiere entre les bouleaux de cette forét. Assis, feu sérieux sous les étoiles, implorant
le controle des chaos involontaires de cette imagination dont je ne suis pas responsable.

koksk

Notre envie de trouver un sens, c’est la part d’indéterminé dans la physique du monde qui [’éveille. Le penseur
n’est pas responsable de ces aléas qui s imposent a lui dans son imaginaire et le font réagir selon l’état de toute
sa nature corporelle plus ou moins transformable, mais il est responsable de ce qu’il en fait. Si je prononce des
mots avec une sensation mentale, comme par exemple une image pour le sens de la vision, la « charge de vérité »
est plus forte que si les mots sont seuls, méme pour une image monochrome ou plate dans une association
trompeuse. Ainsi [’association avec une image intérieure peut étre plus ou moins intense en termes de lumiere,
couleurs, reliefs et détails.

*k*k

Un faux probléme est une charge de vérité aléatoire déposée dans [’esprit par [’indéterminé dans la physique du
monde. Le faux probleme empéche la charge de vérité de devenir plus forte. S’il est en évolution le penseur du faux
probléme constate cet arrét. Si le faux probléme est difficile a discerner, le vidage partiel nécessaire de la pensée
prouvé dans [’acte permet a la nature de se rétablir en suggerant des aléas différents dans [’esprit qui se remplit
a nouveau. En involution ou en stagnation l'image de la réalité est décevante dans des associations a faible charge
de vérité pour préserver intact un aléa qui ne se présente plus que comme des mots stériles. Mais ils se présentent
toujours devant le feu de vie du penseur.

*k*k

L’écriture abstraite ajoute a [’information des mots d’une phrase ['image de la chose écrite qui devient porteuse
d’information par la précision du détail écrit devenant dessin, au contraire des mots du langage dont l’'image écrite
n’a pas d’importance mais dont la signification est tout. Cependant il n’est pas possible de traduire en écriture
abstraite 'information de ces présentes lignes de mots, parce que les mots ici tentent d’informer sur le « pourquoi »
de l’existence, ou encore son sens. L’écriture abstraite ne réussit éventuellement a condenser que l’information
descriptive, mais ses sommets localisés sont la magnificence de |’étendue indéterminée tout autour.

*k*k

Voici mon espoir, et c’est [’essence de cette béte dont la pensée est une anomalie dans la nature. Image d’elle-méme

pas assez grande ou pas assez petite. Je suis étre limité et aspirant, ici hostile et la amical, toujours justifié. Je
regarde cet écran luire derriere une vitre ou je ne comprends rien, mais je me donne la peine de l’écrire, longue
peine, mon destin, notre peine. Et puis je nous arracherai une nuit sainte et heureuse, une aube de confiance faite
ceuvre, et demain advienne que pourra.

*k*k

Nul ne connait le Mal seulement en le subissant. Il faut [’avoir fait pour le connaitre, mais il n’est pas nécessaire
de faire un trés grand Mal pour le connaitre. La parole d Evangile « Pére, pardonne-leur, ils ne savent pas ce
qu’ils font » est la trés belle image d 'un sentiment qui n’a pas été inventé par le christianisme mais mis en évidence
par lui. Ce sont les mots de tout ce qui peut étre spirituel dans le contact sensitif et non pas intellectualisé avec le
Mal. Le Mal est mental, le Mal physique entre aussi dans le mental. Ce sont les entités mentales qui n’ont rien da
nous donner mais qui nous prennent qui nous font du mal. Quand ce n’est pas nous-mémes, ce sont des étres
torturés par des intentions innées ou acquises qui les opprime et qu ils répercutent. On cherche alors a faire cesser
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leurs contacts, parfois le contact avec nous-mémes, et souvent [’Homme a le droit de constater qu’on lui prend en
retour, qu’on lui fait du mal. 1l n’est pas nécessaire de préciser ce qui est donné ou pris, on sait tous tres bien que
ces mots traduisent un déséquilibre dans lequel on chute. Qu’on le veuille ou non, on donne et/ou on prend
simplement en étant ce que [’on est dans une circonstance. Si nous trouvons quelque chose qui place dans la raison
ou dans [’au-dela quelque chose de nous qui ne peut pas étre perdu dans la loi naturelle des échanges, alors nous
pouvons nommer « pardon » cette trouvaille et constater que c’est ce que nous cherchons par [’efficacité de
linflexion de pensée associée. Nous ressentons alors une sensation intense d ‘existence dans le rétablissement de
I’équilibre. Les images déformant le réel cessent dans [’esprit, et il ne reste qu’un souffle retenu, une pensée
suspendue, une concentration de force, et on en vient méme a penser qu’il est nécessaire de connaitre le Mal et de
s’y soustraire. Enfin, le meilleur parti & prendre avec nous-mémes ou de moins responsables que nous de ce qui
est et fait n’est jamais de pardonner pour notre profit personnel, car ce serait encore prendre quelque chose. Il est
peut-étre de ne pas nous prendre trop au sérieux, de s’arranger pour nous faire évoluer doucement, sans méme
rien espérer. C’est presque impossible, mais heureusement nous profitons du fait que ['univers est grand dans
toutes ses dimensions, et qu’on peut souvent s’y réfugier quelque part. C’est sa facon a lui de nous pardonner
d’étre ce que nous sommes, parce que dans [’ensemble, nous sommes pleins de promesses.

**k*

Un épisode des réves d’une nuit... je suis avec des adolescents de mon dge, mais je n’ai pas d’dge. On marche
entre des murs, une sorte d’ennui, de recherche d’aventures. C’est alors que deux ailes de chauve-souris toutes
noires tombent du ciel sur moi. Ces ailes sont reliées ['une a l’autre sans le reste du corps, ¢’est une sorte de béte
sans tronc. Je ne m’attendais a rien de surnaturel tombant du ciel, alors ¢a m’intéresse. J attrape les deux ailes
avec ma main droite, elles ne sont pas tres grandes et dépassent donc de mon poing fermé de part et d’autre
d’environ 50cm. Elles battent et m enlévent dans le ciel. Elles sont devenues toutes blanches et recouvertes d 'un
duvet. Je me demande si je vais ldcher et chuter, j’en ai un peu envie, mais je ne sais pas si je dois vouloir ¢a. Alors
je me réveille.

skesksk

Voici ce que j’expérimente : j’écris des scénarios d’idées, que je cherche a développer sans avoir ['impression de
me contredire si je veux penser au-dela, que je souhaite conformer aussi aux usages culturels. Mais je ne suis pas
capable de juger mes idées au moment ou je les écris parce que je cherche des enchainements d’idées que j ignore.
Quand je ne me sens pas « bloqué », c¢’est que j 'arrive a écrire en quelques jours un scénario qui me permet de
continuer a penser clairement, quitte a revenir un peu dessus par la suite. Ce n’est que quand l’écriture des choses
pensées me mene a des incohérences, la téte lourde, la pensée dégue, mais [’énergie ardente, que je modifie ou
Jefface le scénario pour en recommencer un autre. Méme si ce que je crois étre completement faux est un peu
vrai, je dois aussi réécrire le scénario.

11 est impossible de téemoigner de [’activité de [’esprit sans ['appauvrir, sauf a considérer qu’on s’adresse a des
personnes qui nous entendent et savent eux-mémes compléter ce qui manque, car alors nous rendons le méme
hommage contemplatif. Je sais parler et je veux trés fort témoigner de ce qui se cache pendant que je vis. Bien que
J avais compris qu 'un espace vectoriel pouvait en contenir un autre plus petit, je ne m’étais pas défini clairement
par la notion d’appartenance, ni la notion de SOus-espace Vectoriel et je ne m’étais pas servi dans mes pensées de
l’idée qu’un vecteur appartenant a un SOUS-espace vectoriel appartenait aussi a [’espace vectoriel contenant ce
sous-espace vectoriel. Sans doute des connexions manquaient dans mon cerveau, puisque la pensée a au minimum
un support corporel.

Quand je dis que je ne m’étais pas défini clairement une idée, je parle du fait de comprendre, c'est-a-dire me
raconter a moi-méme ce qui est pensable ou non a partir d 'une lecture d’une idée possiblement imparfaite produite
pour un usage qui existait avant que je ne le pense.

J’étais donc resté bloqué des semaines dans un faux probleme m’empéchant de penser et créant des pénibles
contradictions, venant peut-étre de la tournure d’esprit liberticide donnée par le langage parlant seul dans la téte,
celui qui fait croire que les choses sont comme ceci ou cela, mais pas les deux en méme temps. Ou bien je n’avais
pas les connexions de neurones nécessaires pour penser ces choses-la. Ou alors le faux probléeme empéchait ces
connexions, comme si l'intelligence ne donnait pas la direction elle-méme, comme si [’espoir et ’ardeur avaient
seuls le pouvoir de s’ élever a un niveau si intense qu’ils pouvaient diriger l’intelligence hors du gouffre du faux
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probleme. Le regard intense se poursuivant dans le mystere du sommeil et arrachant peut-étre au vide la parole
manquante.

*kk

La justesse poétique est pour moi plus facile a produire que la justesse mathématique.

E X =

Des visions claires qui se décrivent simplement, mais en grand nombre. Puis ensuite les résumer dans une formule.
C’est I’accumulation des détails qui développe la science, comme un puzzle.

*kk

Les choses que nous faisons par crainte, nous ne pouvons pas les comprendre. Nous ne pouvons pas méme
comprendre que nous sommes obligés de les faire dans la crainte. Je ne sais pas si quelques-uns de ceux qui sont
nés chez des parents libres peuvent comprendre ceux qui sont nés chez des parents opprimés, mais il y a quelque
chose qui rétablit tout comme cela aurait dd étre. Cette belle tunique, ornée des motifs de ma noblesse, c’est par
amour que je suis né ou je ne pouvais pas la porter. Mais il est temps de la revétir maintenant, car c’est plein
d’amis ici.

*kx

Ca fait une semaine que je prends la peine de comprendre cette legon sur les matrices et les espaces vectoriels.
J’en avais besoin pour me prouver que j’étais capable de suivre une legon, et pour essayer de clarifier mes idées
et d’avancer dans mon projet. Seulement je me pose tellement de questions, et il me faut tellement de temps, que je
comprends pourquoi je ne comprenais rien quand j étais dans les écoles. J'ai aussi un probléme de mémoire, et
J ai besoin de faire des vérifications géométriques des choses. Quand je n’arrive pas a comprendre une legon, je
retourne a ma fagon de me poser des questions (mon « projet »). C’est peut-étre un tort, mais je ne suis pas si fort.
Si j’avais le cerveau plus rapide, je pourrais apprendre les techniques et me représenter leurs effets. D 'un autre
coté, je vois bien qu’on peut apprendre des techniques par ceeur sans jamais les comprendre. On prouve ainsi une
vraie qualité d’adaptation et une force de travail, mais j 'en conclus que je ne suis pas doué en adaptation.

*k*k

Je suis pathétique. Je ressemble a un autiste qui croit qu’il sait bien faire quelque chose simplement parce qu’il
est content de le faire.
*kx

L’acte fait et [’acte non fait sont tous deux des actions de l’étre possédant le corps et le mental. Ce sont ces actes
qui s offrent en sacrifice, son vrai sens n’est pas privation mais libre choix. Pour devenir meilleur, il faut offrir un
sacrifice. Si devenir plus doux, plus gentil, plus heureux et plus utile aux autres en échappant a la répétition en soi
du mal dans un monde ou toutes les luttes sont justes, si cela a plus de prix a nos yeux que [’acte offert en sacrifice,
alors le sacrifice est possible.

*k*k

J’évacue toute distinction en moi et ce que je fais... je suis ce processus de photocopies de plus en plus précises
d’une méme image, dans lequel |’erreur de transcription ou celle de la vision floue ne sont qu 'une page.

*k*k

On interprete et c’est alors qu’on croit a ce qu’on imagine. Mais méme voir ¢a est une interprétation. 1l est une
physique permettant d’échapper a cette claustration. 1l y a le don sacré, le cadeau difficile a trouver, offert par soi
a plus que soi. Aimer, c’est offrir une part de soi en se sentant devenir meilleur par une sensation immédiate
physique, pas par un raisonnement. C’est voir les images plus vives, lumineuses, profondes et colorées. S’il n’y a
rien ni personne, il est toujours possible de donner au vide ce qu’on aurait donné a notre corps. Alors c’est
I’évolution. C’est au Dieu en soi qu’on a sacrifié. C’est a ce qu’on devient. Tout don sans cette sensation de joie
blesse le corps et n’est que fantaisie [ 'imagination, sacrifice pour les ténébres.

kokok

Encore une journée qui va passer trés vite, essentiellement dévorée par ce livre que je dévore aussi. Je suis assis
devant [’écran, j’ai fait un devis pour un client tout a I’heure, ma messagerie est au calme plat. Pas de chantier
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depuis deux semaines, et les réserves financieres qui fondent. Heureusement que ma femme travaille, et j’ai des
roues de secours, mais elles ne sont pas inépuisables. Enfin j aimerai bien finir mon livre pour le 16 février, pour
le donner a la seule personne a qui je puisse le donner. Je vais y consacrer encore toute une journée. Dix ou douze
heures de suite, ¢’est normal maintenant, pour donner a mes yeux une allure cohérente a des idées surgissant sans
fin. J'ai hdte de finir sur une cohérence provisoire d’assez d’ampleur, puis, heureux, de sécuriser ma famille en
consacrant mon énergie sur le travail (révé joyeux mais étourdissant— « Vos enseignes bien pensées, bien posées
— SARL Techniques Images »). Et puis je recommencerai.

Mais peut-étre tout est-il trés bien organisé a mon insu, méme les plantages de Word qui me font réécrire les textes
mieux (pas avec le vieil ordinateur de la photo ci-dessous, dont [’écran est petit mais qui fonctionne bien et que
J'ai fini par réutiliser). Je ne peux m’empécher d’écrire mon intuition la plus profonde : O conteneurs, envodteurs
d’un autre genre, vivez [’activité de mon corps et venez en moi. Je suis activité combinatoire et temporalité,
accueillant pour ce nouveau liant : les déplacements instantanés dans les innocences qui se cherchent, en tout
point proches de [’origine.

La plus déterminante force naturelle de 'univers. La grande joie de | 'univers dans ses déploiements supérieurs.

L'auteur, le 02/02/2022



